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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a I'étude de certaines inégalités dans une algébre de
Banach commutative A possédant une unité approchée borné séquentielle qui ne possede
aucun idempotent non nul. Il a été prouvé dans le quatrieme chapitre de cette thése et
d'apreés I'article scientifique référé sous [16] tel que si A est une algébre commutative de

Banach contenant unité approché borné séquentielle (e,,),, telle que :
2
ﬁ-
Donc A posséde une unité approchée borné séquentielle ne posséde aucun idempotent non

llenll < 1etlim inf, olled — eyl <

nul.

Les différentes propriétés liées a ce type d'inégalités ont été étudiées comme application.
Nous donnons |'exemple suivant, une sous algébre fermée qui est construite par un semi-
groupe continu (T'(t));>, et bornée au point d'origine comme le montre la section 3 de ce
chapitre.

En plus des premier et deuxieme chapitres que l'introduction, le troisieme chapitre se
concentre sur I'étude des Algebres de Banach, commutatives qui a une unité approché
borné, soutenue par quelques exemples illustratifs.

Mots-clés: unité approchée ; semi-groupe ; algébre de Banach; élément idempotent.

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of certain inequalities in a commutative Banach

algebra possessing a bounded sequential approximate unit that has nonzero idempotent. It

was proved in the fourth chapter of this thesis and according to the scientific article referred

under [16], such that if A is a commutative Banach algebra containing approximate bounded
. . L 2

sequential unit (e,,), such that ||e, || < 1 and lim lnfn_)+o<,||e,3l — en|| <35

so A has abounded sequential approximate unit has nonzero idempotent.

The different properties linked to this type of inequality have been studied as an application.
We give the following example, a closed sub algebra which is constructed by a continuous
semi-group and bounded at the point of origin as shown in section 3 of this chapter.

In addition to the first and second chapters as the introduction, the third chapter focuses on
the study of commutative Banach Algebras, which has abounded approximate unit,
supported by some illustrative examples.

Keywords: Approximate unit; semigroup; Banach algebra; idempotent element.
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INTRODUCTION

Une suite (e,), d’éléments d'une algébre de Banach A est dite unité approchée
bornée séquentielle (u.a.b.s.) s’il existe une constante M telle que :

lle,| < M pour n € IN et Vx € A lime,x = limxe, = x.

n—oo n—oo

On dit que la série Y, u, ou u, € A est normalement convergente si et

+00

seulement si la série (réelle) }. [|u,]| est convergente.
n=0

Pour tout a € R, pour tout x € A tel que |lx]| < 1, ona (e+x)" = e+

+00
—1)...(a—n+1

Zl ala )n(!a n+ )xn.
n=

Dans une algeébre de Banach un élément idempotent est un élément x tel que
x? = x. Il est dit non trivial si x est non nul et s'il est différent de e (e désigne
I'élément neutre de l'algebre A).

Soit A une algebre de Banach commutative, et soit x € A, le point de départ

est la construction des idempotents A. On montre que si
2
\/51

x|l < 2 et |[¢® = x| <

V3

alors on a un idempotent.

p(x) = §+ ? (x— %)(e+ ?x)E (e+ 3;/§x3 — 3;/§x)T , (Lemme [4.1).

Dans le cas ot I'algebre A possede une unité approchée séquentielle (e,), telle

que:
B

ei—en||<A, O</\<%,

<1let

2
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alors (e,), est une unité approchée bornée séquentielle formée par des idempo-
tents (théoreme [4£.T)).

Si (T ()59 un semi-groupe continu, et si A ’algebre engendrée par le semi-
groupe, on montre alors que si A n’est pas unitaire, alorsla distance || T (3¢) — T (¢)||
ne peut pas devenir petite prés de 1’origine, plus précisément on a

2
limsup [T (3t) =T ()| > —.
P 33

t—0*

Dans le cas d’une algebre de Banach commutative possédant une unité appro-
chée bornée séquentielle (e,), bornée et si A ne possede aucun idempotent non
nul, alors

liminf

n—+oo

2
el —e,|| > ——= (corollaire [A.T).
I=55 ED

Le chapitre [T] constitue un rappel des algebres de Banach. Le chapitre [2] pré-
sente les semi-groupes dans une algebre de Banach. Par contre le chapitre [3] est
consacré aux unités approchées bornées dont les résultats obtenus font 1'objet
d’une publication internationale a une revue de catégorie A [2]. Finalement, le
manuscrit est cloturé par une conclusion qui comprend un bilan de notre travail
ainsi que les persepctives envisagées.



CHAPITRE 1

‘—ALG]\EBRES DE BANACH COMMUTATIVES



1.1. GENERALITES

1.1 Généralités

Dans la suite, A est une algebre de Banach commutative complexe avec
élément unité e.

Définition 1.1 [3| 4]Soit A un espace vectoriel, muni d'une troisieme loi nommée
multiplication. A est une algebre si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. x(yz) = (xy)z Yx,y,z€A.
2. (x+y)z=xz+yz, x(y+z)=xy+xz Yx,yzeA
3. Axy)=(Ax)y=x(Ay) YVAeR ouCVx,ye€A.

Si xy = yx pour tout x, y € A, alors I'algébre A est commutative.

S'il existe e € A tel que xe = ex pour tout x € A, alors 'algebre A est unitaire et e
est I'élément unité de A.

Un élément x de A est inversible s’il existe un élément y € A, xy = yx = e, et
on notera x~! I'inverse de I'élément x et Inv(A) I'ensemble des éléments inversibles de
'algebre A.

Si A est un espace vectoriel normé, tel que

Vx, y e A |xy| < lixil ||y - (1.1)

Alors A est une algebre normée. De plus |le|| = 1.
Si A est complete pour cette norme, alors I'algebre A est appelée une algebre de
Banach.

Sous-algebre

Définition 1.2 [5]Soit A une algébre sur le corps K. Un sous espace vectoriel B C A
est appelé sous-algebre de A si

x € B, y € Bimplique xy € B.

Remarque 1.1 A partir de cette inégalité :

Vx,yeA:|xy| <lixll|y] (1.2)

alors la multiplication dans I'algébre de Banach est une opération

(X, y) — xy
continue pour les deux variable x, y puisque si

Xy —> X

5



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITE [1]

et
Yn —Y
alors
XnlYn — XY.
Car

xnyn—xy=(xn—x)yn+x(]/n—y)~

En particulier, si x, — x et y, — y donc
XnY — XY et xy, — xy. (1.3)

On peut Remplacer (1.2) par (1.3)

Remarque 1.2 Si A admet un élément unité e, alors e est unique car si e,e’ deux
éléments unités on a ee’ = e'e = e.

Définition 1.3 Soit A une algebre, un sous-algebre I C A s’appelle idéal a gauche de
I'algebre A si :
x€A, yel, alorsxy €l

un idéal a droite si
ye€A z€l, alorszy € I.

Un idéal qui est a la fois idéal a gauche et idéal a droite est appelé idéal bilatére. Dans
toute algebre A, il existe deux idéaux triviaux I = {0} et I = A tous les autres idéaux
sont appelés idéaux propres. Un idéal maximal est un idéal propre qui n’est contenu
dans aucun idéal propre.

Algebre quotient

Définition 1.4 Dans 'espace quotient A/l d'une algebre par son idéal I, on peut
définir pour les éléments de A non seulement les opérations linéaires mais encore une

multiplication : soient x € x, y € y on définit le produit xy comme classe contenant le
produit xy .
1.2 Adjonction d"une unité [1]

Supposons que I'algebre A n"admet pas d’élément unité. Alors on peut rame-
ner le cas non unitaire au cas unitaire par une opération standard dite adjonction



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITE [1]

d’une unité [6] (d’ailleurs c’est possible méme sil’algebre originale A est unitaire).
On munit I'ensemble A* = A X C par des opérations :

D)+ @p) = (x+yA+p)?
a(x,A) = (ax,al)?
(x,A) (y, 1) (xy + Ay + ux, Au)

etx,yeA, A, ueC.
Théoréme 1.1 A* est une algebre admettant un élément unité e = (0,1).

On identifié A a I'idéal maximal de A* formée des éléments (x, 0) et on écrit x + Ae
au lieu de (x, A).

Démonstration. La fonction (g, A) — [|a||A| définit bien une norme. De plus, si
(an, Ay) est une suite de Cauchy, alors a, et A, sont toutes deux de Cauchy. On
déduit alors de la complétude de A et de C que A* est complete pour cette
norme. Donc A* est une algebre de Banach. m

Exemple d’algebre de Banach sans élément unité

Définition 1.5 [7]On désigne par L'(IR) I'espace vectoriel des fonctions de R dans C
intégrable au sense de Lebesgue, pour f € L}(IR) on pose :

Ifll = f o

[o¢]

||l est une norme sur L*(R) et muni se cette norme L' (IR) est un espace de Banach.
pour f et g éléments de L' (R), on définit le produit convolution de f par g et on note
f * g la fonction

+00
[f *8lx) = f f(t)g(x — tdt.
L’intégrale ci-dessus est bien définie presque partout.

Proposition 1.1 [7]Soient f, g et h des éléments dans L'(R). Alors :
1) frg=8*f.
2) If =gl < IfIhlIglh et f = g est un élément de L}(R).
3) fr(grh)et(f*g)+he L (R)avec f*(g+h)=(f*g)*h.
4) fx(ag+h)etaf=g+ f+heLY(R)avec f*(ag+h)=af =g+ f=hpour tout
aeC

Démonstration. Soient f, ¢, h € L'(R) et a € C, alors :

7



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITE [1]

I f(Bg(x — t)dt

[ e
f g9 fx—s)d(x —s)

(f *&)x)

_ f S(5)f(x — 9)ds = (g+ )(x)

2. en utilisant le théoreme de Fubini,

[ (f * )00l

j::o | I :0 F(H3(x - t)dtldx
‘[:o l[:" If(BlIg(x — t)|dxl g

[ :" [ I :° fBlg(x ~ t)ldxl it
I :O [ I :0 fOlIgCx - t)Idt] dx

I fIlhligll, ot y=x—t

I1f + glh

IA

donc

IA

I1f * glh

d’on1
If * gl < llflliliglh, alors f=g¢ € LY(R)

3. Pour démontrer f = (g *h) et (f = ¢) * h € L}(R) en utilisant 2) et le produit
de convolution est associatif car

I (f f ((y_x)_t)g(t)dt)h(x)dx

I h f - f(y = T)g(T — x)h(x)dxdT

(f * (g *m)(y)

[ fly=T) I (¢(T — x)h(x)dx) dT
(f*g)*h)(y), ot T=x+t, soitt=T—x, etdt=dT.

8



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITE [1]

4. On utilise la méme technique.

D’apres la proposition (1.1), 'espace L'(R) est une algebre de Banach com-
mutative non unitaire, et par une opération standard dite adjonction d"une
unité on munit 'ensemble L = L}(R) x C = {(f,a)/f € L'(R),a € C}.

On écrit f + al au lieu de (f, a) et I la fonction identique.

(ffa)+(@p) = (f+ga+p),
(f,a)g p) = (fg+ag+Bfap),
est la norme :
WO, a)ll = M1l + |l

On obtient une algebre de Banach unitaire.

Exemple 1 i) L'espace B (E) des opérateurs bornés sur I'espace de Banach E, muni de
la norme

ITx|g
ITlp) = sup = sup [|Tx]|g
ek IXlE IIxlI<1
x#0

et l'opération composition définie par
G:E-5E-5E, x+— Tx+— STx
B (E) est une algebre de Banach. En effet d’apres la définition de la norme, il résulte
G < ISIHIT,

par suite la composition de deux opérateurs de B (E) est continue. Si E # {0},
I'espace B (E) est une algebre de Banach unitaire, I'élément unité 1py = Idg.

ii) L'ensemble K (E) des opérateurs compacts de B (E) est un idéal bilatere de I'algebre
de Banach B (E).

iii) Soit K un espace compact non vide, considérons I'espace de Banach C (K) des
fonctions continues sur K a valeurs complexes muni du produit usuel :

(fe)(2) =f(2)g(z),z€K

et de la norme

Il = sup |f )
zeK

C’est une algebre de Banach commutative unitaire ; I'élément unité est la fonction
constante 1.



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITE [1]

iv) L'espace C* (X) des fonctions continues bornées sur un espace topolo-gique X, muni
des opérations habituelles est une algebre. Cas particulier du précédent, I’espace
C (X) des fonctions continues sur un espace compact X est une algebre .

v) l'espace Cy (X) des fonctions continues et nulles a l'infini sur un espace localement
compact X muni de la norme de convergence uniforme, et les opérations habituelles,
est une algebre.

vi) L’espace vectoriel C. (IR") des fonction continues a support compact dans R", muni
du produit convolutif est une algebre commutative non unitaire. Prouve de I'as-
sociativité : Soient f,g et h trois éléments de C.(R"). Pour a € R" donné, la
fonction

x, yr— fla-x-y)gx)h(y)

est continue et a support compact sur R*", donc intégrable sur R*" en appliquant
le théoréme de Fubini :

[ra-x-nzwnwady= [| [f@a-x-pg@ar|nway

R2n R” R”

=f(f*g)(a—y)h(y)dy=[(f*g)*h](a)-

En intégrant d’abord par rapport a y on trouve que l'intégrale considérée est égale
a [(f = h) = g] (a) . La commutativité de la convolution permet alors de conclure.

vii) Soit L' (R) I'espace des fonctions intégrables
f:R—C
muni de la norme

Il = [ Lrcola

et du produit
(79O = [F036-na

est une algebre de Banach non unitaire, et par adjonction d'une unité I’espace
L' (R) x C muni de la norme

5 = A1+ 121

10



1.3. MORPHISMES D’ ALGEBRES

et la multiplication

LA w=(f+g+Ag+puf,Ap)

est une algebre de Banach unitaire.
viii) ['espace de Banach L' ([0, 1]), muni de la norme

1
1= [ 1r@la et qom
0
et pour f,¢ € L' ([0,1]), on définie f + g par

(f*g)(t)=ff(t—s)g(s)ds,te[0,1]
0

est une algebre de Banach qui s’appelle algébre de Volterra. Elle n’admet pas
d’élément unité.

1.3 Morphismes d’algebres

Soient A, B deux algebres sur un méme corps k. Une application ) : A — B
s’appelle morphisme (homomorphisme) de 1’algebre A dans 1’algebre B si elle
est un morphisme de l'espace vectoriel A dans l'espace vectoriel B et si deux
éléments quelconques xi,x, de l'algeébre A satisfont a la relation : ¢ (x1.x2) =
Y (x1) .1 (x2) . Un morphisme 1) de l'algebre A dans l'algebre B s’appelle iso-
morphisme de 1’algebre A dans 1’algebre B s’il est un isomorphisme de 'espace
vectoriel A dans I’espace vectoriel B .

Remarque 1.3 Un morphisme complexe sur 'algebre A est un morphisme non identi-
quement null de I'algebre A dans I'algébre C .

Proposition 1.2 Si 1) un morphisme complexe sur I'algebre A ayant un élément unité
e, alors 1 (e) = 1 et P (x) # 0 pour tout x inversible dans A.

Démonstration. Puisque f est non identiquement nulle, il existe y € A tel que

fy)#0.
Comme f (y) = f (ye) = f (v) f (e) donc f (e) = 1. Si x est inversible, alors

FOf(xY)=flax?)=fl) =1

Par conséquent f (y) # 0. m

11



1.4. HOMOMORPHISMES ET ALGEBRES QUOTIENTS

1.4 Homomorphismes et algebres quotients

Proposition 1.3 Soit I un idéal propre fermé dans une algebre de Banach A et soit
'application quotient
P:A— A/l x+—x

Alors l'espace A1 muni de la norme quotient est une algébre de Banach et P est un
homomorphisme.

Démonstration. D’apres la proposition].3) I'espace A/ muni de la norme quo-
tient est un espace de Banach, nous montrerons que AI est une algebre de
Banach.Six’' —x€lety —y€l,ona

Xy —xy=&"-x)y +x(y -y, (1.4)
par la suite X'y’ — xy € I, donc P (x’y’) = P (xy). La multiplication dans AT est
défini par :

Px)P(y)=P(xy), x,y € A, (1.5)
d’apres la remarque I'espace A/I est une algebre. D’autre part, puisque

IIP (x)I| < ||x||, d’apres la définition de la norme quotient, donc P est continue.
Soientx; € A (i=1,2)et 6 > 0. Alors

|| + il < PGl + 6, (= 1,2). (1.6)
Puisque
(x1 + yl) (XQ + ]/2) € X1Xy + I,
ona
IP (x1x)ll < ”(xl +y1) (2 + yz)“ = ||x1 + y1|| sz + ||, (1.7)
et d’apres ([.6) on a
1P (x1) P ()l < |IP Cen)IHIP ()l - (1.8)

Finalement si e est ’élément unité de A, alors montre que P (e) est1’élément
unité de A1, et puisque P (e) # 0, (1.8) montre que

IP(e)ll =1 = |lell.
Puisque
IP (x)I| < |||, pour toutx € A,
alors
IP (o)l = 1.
[ ]

Remarque 1.4 L’algebre quotient A/ est commutative des que I'algebre A I’est.
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1.4.1 Propriétés fondamentales du spectre

Définition 1.6 Soit x un élément d'une algebre de Banach A. On appelle spectre de x
'ensemble :

ox) = {/\ €eC, (Ae—x)"" nest pas inversible dans A } .
Le rayon spectral de x est le nombre :
r(x) =supfl|A|, A € o (x)}.

Définition 1.7 Soit A unealgébre de Banach et soit InvA l'ensemble de tout les éléments
inversibles de A. Si x,y € InvA alors y~'x est I'inverse de x™'y.

Proposition 1.4 Soit A une algebre de Banach, et x € A tel que ||x|| < 1. Alors
+00

i) e — x est inversible et (e — x)™" = Y x.
n=0

e -1 2
ii) ||(e—x) —e—xHS 1”_x||||x”.

iii) |1p (x)| < 1 pour tout homomorphisme complexe \ sur A.
Démonstration. Puisque |[[x"|| < ||x]|" et |[x]| < 1, les éléments
Sp=e+x+x>+ .. +x" (1.9)

forment une suite de Cauchy dans A. Comme A est complet, il existe s € A tel
ques, — s.Ona
sple—x)=e—x"" =(e—x)s,,

et x* — 0. La continuité de la multiplication implique que s est l'inverse de

e —x. D’apres (1.9), on a

2
a4l
1 — [l

+00
sy —e =l = [ + 2+ . < ) el =
n=2
iii) Supposons que A € C et |A| > 1, d’apres (i) I'élément e — A~'x est inversible

et d’apres la proposition[I.2) on a

1- A7) =g (e—A""x) £ 0.

Donc i (x) # A. Ainsi
[ ] <1,

pour tout homomorphisme complexe ¢ sur A. m
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1.4. HOMOMORPHISMES ET ALGEBRES QUOTIENTS

Théoreme 1.2 Soit A une algebre de Banach et soit x € InvA, h € A. Si

1
H< =X,
1l < = x|

alors
x + h € InvA.

Démonstration. Puisque
x+h= x(e+x‘1h),
et 1
Hx_lh” < 5

d’apres le théoreme [1.1} il résulte que
x +h € InvA.

Théoreme 1.3 Soit A une algebre de Banach et soit x un élément de A. Alors on a :

i) InvA est un sous ensemble ouvert de A.

ii) L'application x —> x7lest continue.

Démonstration. i) D'apres le théoremdI.2} I'ensemble InvA est ouvert.

ey o -1 L@ i
ii) Soita € InvA et ||x|| < ”a‘lu . Alors la série ) (xa 1) est convergente dans
i=0

A et .
-1 _ 1 1y
@a—x)" =a Z(xa ) )
i=0
Ainsi
0 .
H(a —x)' = a‘1|| = |lat (xa‘l)l
i=1
2
00 -1
I [ |
< e ol ol =
i:l 1= xll a1
donc
a-x)"'—a! pour
[

14
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Remarque 1.5 Soit A une algebre de Banach et soit x un élément de A, si A € o (x),

d’apres le proposition il résulte que [A (e - %)]_ln’est pas inversible implique

X
=1,
hE

donc
Al < ||x]] -

Ainsi
ox) c{AeC, |A] <|Ixll}.

Définition 1.8 Soit A une algebre unitaire, et soit x un élément de A. La résolvante
de x est I'ensemble :
o(x)={A e C, de —x € InvA},

c’est-a- dire
0(x)=C\o(x).
La fonction résolvante de x définie par :

R:o(x) — InvA, A — (Ae — x)_1

Proposition 1.5 La résolvante d’un élément x de A a les propriétés suivantes :
i) RO, x)R(u;x) = R(;x)R(A; x).
ii) Si A, u € o(x), alors

R(A;x) —R(ux)=(u—A) RN x)R(1;x).

iii) SiA e Cet |A| > ||x]|, alors A € p(x) et ona :

[o¢] xn
R (A; x) - Z/\nﬂ :
n=0

Démonstration.
i)ona

R(A; x) R (u; x) (Ae—x)"" (ue —x)"" = [(ue — x) (Ae —x)] "
[(Ae —x) (ue = x)] " = (e —x)"" (Ae —x)~"

R(p; x) R(A;x)

ii) soient A, u € p(x) ona

R(A;x) = R(A;x) R (u;x) (pe — x),

15
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et
R(w;x) = R(w;x) R(A; %) (Ae —x),

donc
R(A;x) =R(wx) =(u—A)RA;x) R (u;x)

iii) soit A € C tel que |A| > [lx]|. Alors|[A~'x|| < 1, d’ot
(e — A'lx) € InvA.
Il résulte d’apres le théorémem 1.2/ que

e—/\ x Z Zg :ll
p

n=0

Par conséquent

RA;x)=(Ae—x)" =771 (e — A‘lx) = i;wl'
n=0

Lemme 1.1 Soit A une algebre de Banach unitaire, et soit x € A quelque soit g € A’ le
dual topologique de A, la fonction g o R est holomorphe de plus

Al_i}rg)() |g(R (A; x))| =0.

Démonstration. Fixons u € ¢(x) et soit A € p(x) \ {A}; posons f = g o R alors

SO _ gRAxX) - R(wx))
A=u A—=u
= gRWNR () — ~g(R(x)),

d’apres le théoreme g (R (u; x)z) existe. Donc f est holomorphe sur g (x).
D’autre part on a

ISR < |gfJIR (A-x>|| = |IAll|xe = 07|
= ||f|||/\|H Y H
Ainsi
lim [g (R (A;x))| <.
Donc
lim [g(R(1;2))] =
||
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Théoreme 1.4 Soit A une algebre de Banach unitaire, et soit x € A, alors le spectre de
x, 0 (x) est compact et non vide.

Démonstration. Soit A € Csi A > ||x|| alors
(e - A‘lx) € InvA,

d’apres le théoreme Il en est de méme Ae — x. Ainsi A ¢ o (x) donc o (x) est
un ensemble borné. Pour démontrer que o (x) est fermé, on définit

g:C— A A— g(A)=Ae—x.

Alors g est continue et le complémentaire de ¢! (InvA) est fermé, d’apres le
théoreme(1.3] Ainsi o (x) est compact .
D’autre part supposons que o (x) = @, par suite 'application

ficS5HA5C A — gR(A;0)

est holomorphe sur C, donc continue, alors bornée sur C. De plus d’apres le
lemme[L.Ton a
Alim SR x) =0,
—+00

et d’apres le théoreme de Liouville, 'application f est constante mais

Jim S =0,

donc
f(A)=0, VfeA.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, on a

R(Ax)=0 & (le—x)"'=0,
contraduction, donc le spectre o (x) est non vide. m
Lemme 1.2 Soient sq, S, ... des nombres réels. Si

Spam < Sp.Sm, pour tout n,m € N,

1 ) L1
alors lim s;; existe et égale a inf s;;.
n

n—00
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1 1
Démonstration. Posons t = inf s, et soit ¢ > 0. Pour k fixer tel que s; <t +s.
n

Quelque soitn > kon a

n=mk+r, 0<r<k-1letn>1.

Alors
Sy < 5.5, <max{l,s,sy, ..., Sk1} . (t+ )™
et
1 1 kg
sy < (max{l,sy,sz,...,5c1})" . (t+ €)™ — t + ¢ lorsque n — 0

puisque

kn1

251

n n—oo

Ainsi

1
limsups; <t+¢

n—oo

quelque soit € > 0 alors

1 o1
lim s} =t =infs].

n—oo n

Théoréme 1.5 Soit x un élément d'une algebre de Banach. Alors
r(x) = lim ||| = inf [|¥"]|" .
n—oo n

Démonstration. Puisque

2| < x| Il pour tout 1, m.

D’apres le lemmef(1.2|1a limite lim ||x”||% existe et égale a inf ||x”||%. Soit A € C tel
n—-o0 n

< 1. D’apres la proposition|1.5on a

_ = —x"
(x—Ae) ‘= ZAH+1'
n=0

1
que [A] > %i_g;”x”ll" donc ||3

Par conséquent
1
r(x) < lim [|x"]|" .
n—oo

D’autre part pour A # 0 la fonction
FA) =27 (A"e—x)
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est analytique sur 'ensemble
e, o< <1

et continue sur
e, M<pr1}.

Donc f est analytique sur I'ensemble
{Aec, M<Fr@wI,

sir(x) =0, alors f est analytique sur C. Pour || < x| on peut écrire
F) =107 =) A
n=0

Par conséquent on a

[S¢]

fA) = Zx”)\”, pour tout A, |A| < [r O]

n=0
Le rayon de convergence de cette série, égale a
-1
. and
lim sup [|x"||"
n—oo

et donc au moins égale a [r ()] Cest-a-dire

1 ) 1
r(x) > limsup [|x"||" = Lim |[]x"]|".
n—oo

n—00

Ainsi ] ]
r(x) = im ||x"||" = inf|]x"||"
n—oo n

Théoréme 1.6 (Gelfand-Mazur) A est une algébre de Banach telle que tout élément
non nul x de A est inversible. Alors A est isométriquement isomorphe au corps C .

Démonstration. Soit ’application

p:A—Cxr— Aoulde=ux,
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ona o (x) # 0, donc il existe A € C tel que (Ae - x)"! n’existe pas, donc
Ae —x = 0 implique Ae = x,
alors 'application ¢ est bien définit et bijective parce qu’il existe un unique

élément A tel que Ae = x. L'application ¢ est donc isomorphisme de A sur C, qui
est aussi une isométrie puisque

o ()] = 1Al = |Ixll, pour tout x € A.
[ |

Théoreme 1.7 Soient A, B deux algeébres de Banach sur un méme corpsk, ¢ : A — B
un morphisme et x un élément de A. Alors

op (@ (x)) Coa(x).
Démonstration. Soit A € g, (x) la résolvante de x dans A et soit y = (Aes — x), on
a
(Aea —x)y = y(Aeqg — x) = ea.
Par suite
¢ ((Aea —x)y) = @ (y(Aea —x)) = p(ea),
d’ou
¢ () (Ap (ea) — ¢ (x)) = es,
¢ (y) (Aes — @ (x)) = ep

(Ap(ea) —p ()@ (y)
(Aeg — @ (0) @ (v)

Donc A € gg (¢ (x)). =

Les éléments quasinilpotents et les éléments nilpotents

Définition 1.9 Soit A une algebre unitaire.
i) Un élément x de A est dit quasinilpotent si v (x) = 0, c’est-a-dire o (x) = {0}.

ii) Un él ément x de A est dit nilpotent si x" = 0 pour certain n € IN. On note par
I (A) I'ensemble des éléments quasinilpotents de A.

Proposition 1.6 Soit A une algebre unitaire et x € A. Alors si x est nilpotent alors
x€ J(A).

Démonstration. D’apres le théoreme[1.5 on a

1
r(x) = Lim [|x"||"
n—0oo

~

mais x™ = 0, donc

1
m+k — O

r(x) = im ||x’”xk
k—oo
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Diviseur de zéro et diviseur de zéro topologique

Définition 1.10 Un élément x d"une algebre de Banach commutative A est dit diviseur
de zéro si
xa = 0, pour un élément non nul a € A.

Définition 1.11 Un élément x d’une algébre de Banach commutative A est dit diviseur
de zéro topologique si
inf {||xal|; a € A, |lx]| =1} = 0.

Tout diviseur de zéro est diviseur de zéro topologique.

Théoréme 1.8 Soit a un élément d'une algebre de Banach commutative A. Alors si a
est inversible alors a est non diviseur de zéro topologique.

Démonstration. Supposons que b est I'inverse de a, ba = e4. Pour x € A tel que
x| =1ona
1 = [lxl = llbax| < |[bl| {lax]]

Ainsi
inf{llax||; x € A, |lxl=1}>bl"" > 1.

alors a est non diviseur de zéro topologique. m
Remarque 1.6 Si A appartient a la frontiere du spectre d’un élément x, x — Ae est
diviseur de zéro topologique ; il en résulte que x — Ae ne peut etre inversible dans aucune

algebre de Banach unitaire commutative ou non, contenant A, on dit parfois que A est
une "singularité spectrale permanente de x”.

Radical d’une algebre de Banach commutative
Théoréme 1.9 Soit A une algébre de Banach commutative. Alors

i) L'adhérence d’un idéal propre de A est un idéal propre.
ii) Tout idéal propre de A contenu dans un idéal maximal de A.

iii) Tout idéal maximal de A est fermé.

Démonstration. i) Soit I un idéal propre de A, alors I N InvA = (. D’apres le
théoreme ona
d (€A , I) > 1

puisque les éléments de la boule ouverte B (e4, 1) sont inversibles. Donc ey ¢ I
carI ={x, d(x,I) =0}. Alors I est un idéal propre.
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ii) Soit F la famille de tous les idéaux propres de A contenant I. F est un
ensemble ordonné par la relation d’inclusion des ensembles.
Soit H un sous ensemble totalement ordonné de F tel que :

H = {Ia}ae]
et soit
M=uUI,.
a€]

M est un sous espace vectoriel puisque H est totalement ordonné. M est un
idéal maximal de H. Ainsi F est inductif. D’apres le lemme de Zorn, f admet un
élément maximal I,,.

iii) Supposons que

M= A,
d’apres le théoreme 1.3} on a
M N InvA # O.
Mais ceci est contraire a
M # A.

Ainsi M = M puisque M est maximal. m

Théoréme 1.10 Soit A une algébre de Banach commutative. Alors tout idéal maximal
de A est fermé et de codimension 1.

Démonstration. Soit I un idéal maximal de A, d’apres le théoreme 1.9} I est
fermé. De plus A /I est une algébre de Banach commutative et tous les éléments
non nuls de A/I sont inversibles d’apres le théoreme de Gelfand-Mazur
dimA/I=1. =

Idéaux réguliers

Définition 1.12 Un idéal d’une algébre de Banach commutative est dit régulier si
'algebre A /1 est unitaire, c’est-a-dire s'il existe un élément u de A vérifiant

ux —x € I, pour tout x € A.
u est appelé unité modulo.

Remarque 1.7

i) Siu est un unité modulo, ona u ¢ I.
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ii) Si A est unitaire, tout idéal est régulier.
iii) Tout idéal contenant un idéal régulier est réqulier.

iv) D’apres le lemme de Zorn, on voit que tout idéal régulier est contenu dans un au
moins un idéal régulier maximal.

Définition 1.13 Soit A une algebre de Banach commutative, le radical de A est l'inter-
section de ses idéaux réguliers maximaux. Il sera noté radA. L'algebre A est dite radicale
siradA = A.

Théoréme 1.11 Soit A une algebre de Banach commutative unitaire, les ensembles
suivants sont équivalents :

i) L’intersection des idéaux maximaux de A.

ii) L'ensemble {x € A, e4 —ax € InvA pour tout a € A}.

Démonstration. Supposons que e, — ax est inversible pour tout a € A, et soit |
un idéal maximal de A tel que x ¢ I. Alors I + Ax est un idéal et

ICI+Ax,
donc

[+ Ax = A.
Ainsi il existe a € A tel que

ea—ax el

et puisque ey — ax € InvA, alors e4 € I, d’ou1 la contradiction. D’autre part, soit
x € NI, I, idéal maximal de A. Supposons qu’il existe a € A tel que

eq —ax ¢ InvA.

Ainsi
o (ax) # {0}.

Soit A € o (ax) tel que
Al = r(ax) > 0,

d’apres le théoreme[1.3) et la remarque[1.6] Aes — ax est diviseur de zéro topolo-
gique, donc Aey — ax est non inversible. Par conséquent A (Aes — ax) est un idéal
propre, ainsi il existe un idéal maximal | tel que

A(Aey —ax) C ],
onaAdey —ax € Jetx €] car x € Nl,,. Donc
ea=A"1(Aey —ax)+ A lax €],

d’ot1 la contradiction. =
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Remarque 1.8 Lorsque l'algebre A soit unitaire d’apres le théoreme[L.1Tjon a :
radA = {x € A, ex — ax € InvA pour tout a € A}.
Si A est non unitaire, le radical de A c’est 'intersection des idéaux maximaux de A*.
Définition 1.14 Soit A une algébre de Banach. A est dite semi-simple si radA = {0} .
Proposition 1.7 Soit A une algebre de Banach unitaire, on a
radA c 3 (A).
Démonstration. Soit a € radA, alors e, — A~'a € radA pour tout A # 0, donc
o (a) = {0}.
Dotae J(A). m

Proposition 1.8 Soit A une algebre de Banach commutative unitaire, on a

i) Silestunidéalde Aetl C 3 (A), alorsI C radA.
ii) radA = 3 (A).

Démonstration. Soit a € radA, alors e4 — A™'a € radA pour tout A # 0, donc
i) Soit a € I. Pour tout b € A, on a ba € I. Par suite ba € J (A) d’apres la

proposition[I.7, on a
ea —ba € InvA, pour tout b € A,

et d’apres la remarque (1.8 il résulte que a € radA.
ii) Soienta € J (A) et b € A, puisque A est commutative on a

(ba)" = b"a", ne€N.

D’ou )

1 1 1

"= 1b"a"||" < |Ibl| lla"||* —> O.
n—oo

|(ba)"

Ainsi
bae I (A),

donc J (A) est un idéal de A, d’apres (i) il résulte que I (A) C radA. m

Théoréme 1.12 Soit A une algebre de Banach commutative, alors

i) A/radA est semi-simple.
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ii) Un élément x € A est inversible si et seulement si x + radA est inversible dans
A/ radA.

Démonstration. i) Soit la projection canonique
P:A— Al/radA, x — P (x) = x.

Six € Aetx ¢ radA, alors il existe un idéal maximal I tel que x ¢ I puisque
radA C I, on a
P(z)={y, z—yeradA} =z + radA

et
P(I)={P(z), zel} ={z+radA, z€l},

donc
P(I) =1+ radA

P (I) est un idéal maximal dans A, /radA, et P (x) = x + radA ¢ P (I). Puisque
P() crad (A/radA),

ainsi
X+ radA ¢ rad (A radA) .

P (x) est un élément arbitraire de A /radA. Alors A/ radA est semi-simple.
ii) Si x € InvA, alors P (x) € Inv (A/radA), d’apres le théoreme [1.11]
Réciproquement, si P (x) € Inv (A radA) alors il existe y € A tel que

XY € e + radA,

d’apres le théoreme I'élément eq + eq (xy —ea) = xy est inversible. Par
conséquent x € [nvA. m

Exemple 2 L’algebre B (E) est semi-simple pour tout espace de Banach E avec dim E >
1.

En effet, soit T € B(E), T # 0. Alors Tx # 0 pour un x € E tel que x # 0. On
choisit g € E’ tel que g(Tx) = 1 etsoit S € B(E) tel que

Sy=g(y)x, yeL.

Alors STx = x, donc 1 € ¢(ST). D’apres le théoreme il résulte que T ¢
radB (E). Ainsi B (E) est semi-simple.
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Caracteres

Définition 1.15 Soit A une algebre de Banach commutative. On appelle caracteére de
A tout homomorphisme complexe de A dans C.

Théoreme 1.13 Soit A une algebre de Banach commutative, alors

i) Si 1 est un homomorphisme complexe sur A, alors ker ¢ est un idéal maximal.

ii) Sil C A est un idéal maximal de A, alors
A={x+ ey, xel, A €C}
et 'application
V:A—C, x+Adear— P(x+Aeq)=A
est une homomorphisme complexe, ker ¢ = I.
Démonstration. On a
kerv ={xeA, ¢¥(x)=0}.

Supposons que ker i) n’est pas un idéal maximal, d’apres le lemme de Zorn, il
existe [,, un idéal maximal tel que

kery cICA.
Soit xy € I et xq ¢ ker ) donc ¢ (xy) # 0, et d’apres le théoreme ona
VxeA: x=9X)xo+y, yE€keri.

Ainsi
ea=xo+y€l, yeckery,

donc I, est un idéal trivial, I,,, = A.
ii) D’apres le théoreme[1.10} 1 est bien définit et

A={x+Aey, xel,AeC},

Y est homomorphisme puisque si A, u € C, on a

Y ((x+ Aea) (v + pea)) = P (xy + ux + Ay + Auey)
=Au =9y (x+ Aea) Y (y + pea).
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Remarque 1.9 Soit A une algébre de Banach commutative. On note par A I'ensemble
de tout les homomorphismes complexe de A sur C.

Théoréme 1.14 Soit x un élément d’une algebre de Banach commutative A. Alors :
i) Sipe A, alors Y (x) €0 (x).

ii) Si A € 0 (x), alors il existe Y € A tel que P (x) = A.

iii) Un élément x € A est inversible si et seulement si 1 (x) # 0 pour tout P € A.

Démonstration. i) Si ¢ € A, alors x — 1 (x)e4 € ker ¢ et puisque ker ) est un
idéal propre, 1’élément x — 1) (x) e4 est non inversible, donc

Y(x)€o(x).

ii) Si A € o (x), alors x — Ae4 est un élément d’un idéal propre. Par suite, il
existe un idéal I,, maximal tel que x — Aes € [,,, d’apres le théoreme il existe
Y € A tel que kerp = [,,,. Ainsi

Y (x—Aes) =0,
donc
Y (x) = A
iii) D’apres (i) on a
P (x) €a(x),

donc ¢ (x) e4 — x est non inversible. Supposons que ¢ (x) = 0, par suite x est non
inversible, d’ot1 contradiction. Ainsi i (x) # 0. m

Théoréme 1.15 Soit A une algébre de Banach commutative, et 1) un homomorphisme
complexe. Alors 1 est continu et ||17D|| =1

Démonstration. Pour x € A on a ¢ (x) € o (x). Ainsi
[ @) < (0 <l

par suite ¢ est continu. D’autre part on a Hl,l)“ < 1, et puisque ¢ (e4) = 1 alors

ol = 1. -

Exemple 3 D’apres le théoreme le spectre de 'algebre L' est I'ensemble M des
formes linéaires continues non nulles ¢ sur L' telle que

VhgeELL ¢(f+g) = (e(3).
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Pour tout C € R?, la forme linéaire ¢ définie par

el o) = [

appartient a M. En effet I'application ¢ est linéaire et continue puisque pour x € RY,
I'application de R? vers R, C — €™ f (x) est continue sur RY et pour C € RY, x € R?,
|ei"C f (x)I = | f (x)| . Le théoréme de convergence dominée assure la continuité dans ces
conditions de I'application ¢¢. D’autre part on a d’apres le théoréme de Fubini :

[esgo [t pax)ay
- [esway [

= ¢c(f)Pc(9)-

De plus, ¢¢ n’est pas nulle car la fonction t — ' n’est pas nulle et de norme inférieure
ou égale a 1.

bc(f*8)

Topologie de Galfand

Définition 1.16 Soit A unealgebre de Banach, la topologie faiblex désignée par o (A’, A)
est la topologie la moins fine sur A’ rendant continues toutes les applications (@)
et @, définie par

xeA’

P A" —C, gb+—>g0x(qb):(p(x).

Définition 1.17 Soit A une algebre de Banach commutative unitaire et soit A I'en-
semble de tout les caracteres de A, la topologie de Galfand de A est la topologie induite
sur A par la topologie faiblex o (A’, A), c’est’-a-dire, la topologie la moins fine sur A’
rendant continues toutes les applications ()., tel que

8, A—C, v —ad, (V) =¥ (x).

Théoréme 1.16 Soit A unealgebre de Banach commutative unitaire et soit A I'ensemble
de tout les caracteres de A. Alors A est compact pour la topologie faiblex.

Démonstration. Pour tout a,b € A on définit les ensembles :
KEA = {Inb GA// Qb(eA) = 1}/

Kop ={p € A’, i (ab) = ¢ () ¢ (D)},
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par suite
A=n{K,,,abeA}NK,,.

On montre que les ensembles K, ;, K., sont compacts. Soient les applications

Joo # AA—=C Y= fo,(@) =Plea) =1,
fop A — C Y fo, () = (ab) = (@) ¢ (D).

Ona
|for @)] = |9 ()] < lleall = 1.

Ainsi, f,, est fortement continue. Et d’aprées la définition de f, il résulte que f,;
est continue pour la topologie faiblex. D’autre part on a

KEA = _fe;l (1) 7
Kip = fo, @@y )
et puisque 1'image réciproque par une application continue d'un fermé est fer-

mée, donc K,,, K, , sont fermés.
Par suite, 'ensemble A est fermé pour la topologie faiblex. De plus on a

AcBy={pea, |y]=<1}

oit By désigne la boule unité fermée pour la topologie forte dans A’, car si
¥ € Aalors ||1,b|| =1, d’aprés le théoreme|1.15 Et d’apres le théoreme de Banach-

Alaoglu-Bourbaki, la boule B, est compacte pour la topologie faiblex, ainsi A
est compact pour la topologie faible+. m

Transformation de Gelfand

Soit A une algebre de Banach commutative unitaire et soit A 1’ensemble de
tout les caracteres de A, et soit C (A) 'algebre de Banach de toutes les fonction

complexes continues sur A muni de la norme de convergence uniforme.
Définition 1.18 L’application
G:A—C(A), a— G@ @) =y,

oit Y € A est appelée transformation de Gelfand.
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Remarque 1.10 Si A n'est pas unitaire on définit la transformation de Gaelfand
comme : N
G:A— A, ar— G@) () =y (a).

Théoréme 1.17 Soit A une algebre de Banach commutative unitaire. Alors
) G@)(A)=0(),acA

ii) |G (@)l =r(a).

iii) G:A— C (A) , est un homomorphisme continu et ||gb|| =1

iv) G(a) =0 & o0(@) ={0} & a <€ radA.

Démonstration. i) on a

G@(A) = [c@w), yei)
= {v@, yedl

= o).

ii) D’apres (i) on a

IG@I = sup{G@)(y), veAl

sup{l)\l, Y eA} =r(a).

iii) L'application G est homomorphisme continu puisque ¢ € A. D’apres (ii),
|G|l £ 1 et comme
IG (ea)ll =7 (ea) =1,

donc ||G|| = 1.
iv) On a
G@ = 0< |IG@|=0
— r@=0
— o) =1{0}
< a€radA.
[ ]

Remarque 1.11 Soit A une algebre de Banach commutative unitaire. Alors d’apres la
proposition [I.8]et le théoreme [1.17) il résulte que

ker G = radA = J (A).

Remarque 1.12 D’apres la remarque(1.10} si A est semi-simple alors G est injective.
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Idempotents dans les algebres de Banach

Définition 1.19 Soit A une algebre de Banach, un élément p de A est dit idempotent si
p* = p. On dit que deux idempotents p et g sont orthogonals et on note p L q si

pq =qp =0.

Théoréme 1.18 Soit A une algebre de Banach sur le corps R ou C et soit f une fonction
définie sur 0, +oo[ dans A vérifie

i) pour 0 <y, C < +o00

(G +8)=f(C)f(L)
ii) Cli_r)r(}+ f(Q) = ] existe.

Alors | est un idempotent de A et f (C) = Jf (C) = f(C)]. De plus, f est continue
pour C > 0si f (0) = ] par définition.

Démonstration. On a
J=lim fC+n)=_lim F@f@m =7
De plus on a d’apres (i)
lm f(C+m) = fE@QT=]fQ).
La fonction f est continue pour C > 0, voir [8,9,[10]. m

Théoréme 1.19 Soit A une algebre de Banach sur le corps R ou C et soit f une fonction
définie sur 10, +oo[ a valeurs dans A vérifie

i) pour0 <y, Gy < +00

f(G+C)=f(C)f(C).
ii) Cli_]f)]%+ f(C) = J existe .

Alors il existe un élément a € A tel quea = Ja = af et

FQ=7+Y 5
n=1

La série est absolument convergente pour tout C € R ou C, et vérifie (i).
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Démonstration. D’apres le théoreme [1.18]
PP =Jetf(Q) = f(O)] = Jf (C) pour tout { > 0.

Soit la sous algebre Ay = JA] ot | est 1’élément unité. Donc
A={xeAtelque Jx=x] =x},

ainsi Ay est fermé dans A, donc complet. Puisque f est continue pour C > 0
d’apres le théoreme I'intégrale

}f(C) dC="b

existe pour 0 < a < f < 400, on a donc

p
ff(C)dC € Ay

etona ;
ﬁliin)aﬁ%aff(@dc = f(a) pour tout o > 0.

En particulier il existe 6 > 0 tel que

B
5_1ff(’f)d’[—] <lpour0<p <o

0

B
parce qu’il B f f (t)dt est inversible dans A, pour € ]0,d[. Par suite
0

B B B
ff(C+T)dT—ff(T)dT=[f(C)—I]ff(T)dT,
0 0 0

p+C

%ffq;)dﬂ[——ff’c)dl'— [f(© - ff(f
p
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Pour g € ]0, 6[ on obtient

1
z [f (-

Ayp. Lorsque ¢ — 0 dans

p+C

-1

ff(T)d'c——ff(T)d'c ff(l’)d’l? (1.10)

lorsque C — 0 il résulte que hm ¢ [f(0) = J] = a tel que a existe et appartient a

1.10

B
,on obtient f(B) —] =a f f (7)dr, valable pour
0

tout g € R*. Par suite on peut construire par récurrence

f(Q)= ]+£a+—a +. +

CZ
21

—1)" f(1)dr,

+oo
et quand n — +o0 on obtient f (C) = ] + El%a“. [ |
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SEMI-GROUPES DANS UNE ALG EBRE DE
BANACH
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2.1. SEMI-GROUPES DANS UNE ALG EBRE DE BANACH

2.1 Semi-groupes dans une alg ebre de Banach

Définition 2.1 Soit A unealg ébre de Banach, un semigroupe de A est une famille(T (t)),.,d éléments
de A vérifiant pour tout couple s, t de réels strictement positifs la condition

T(t+s)=T(®).T(s)

Onnotera [Sp (T (t)150)]” la sous alg eébre fermée de A engendré par le semi- groupe(T (t)),o.
On dira qu’un semigroupe(T (t))sqest continu en norme si

}}Hol T (t + h) — T (t)|| = O pour tout t > 0

et on dira que (T (t)),., admet une limite en norme a l'origine s’il existe | € A tel que

lim |7 (#) - /|| = 0.

Semigroupes analytiques

Définition 2.2 Soient A une alg ébre de Banach et (T (t)),cy; 0t H = {z € C, Rez > 0}
une famille des éléments de A est dit semigroupe analytique si I’application

H— A, t—T(t)
est analytique et vérifier T (t +s) = T (t).T (s), (t, s € H)

Théor éme de Sinclair

Lemme 2.1 Soit A une alg ébre de Banach commutative, et soit (e,),s( une suite bornée
de borne M. Pourk € Neta€ Aona

||ak +(e,—e)f—(a+e, - e)k” vl 0

sige, — a n — +oo.

Démonstration.

(a+e, —e)f

k
ZC’;a” (e, — )7
p=0

k-1
ZC,’;a” (en— )7 + (e, — ) +a"
p=1
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donc
) k-1
(ak +e, — e) —(e,—e)f—d° = ZC]; (e, —e) P a’
p=1
k-1
= a(e, —e) ZC’; (e, —e) " ar?
p=1
et alors
k-1
k k k k -1 k—p-1
l@+e, - —a = (e, =) < llatew—e)ll Y Chllall™ lley —ell™
p=1
k-1
-1 k—p-1
< llaCen — el Y Chllall™" (M + 1)
p=1
! 1 k—p-1
Comme |le,a — a|| — 0 et comme Y’ C’;, lalP~' (M +1)"7™ < +00.On a
n—+oo P=1
||(a+en—e)k—ak—(en—e)k — 0
n—+oo
[

Définition 2.3 Soit A une alg ébre de Banach, E un espace de Banach et (a, x) — ax
une application de A X E — E . On dit que E est un A-module de Banach, s’il existe
une constante k (k > 0) telle que

llax|| < kllal| [|x|| pour tout a € A, et tout x € E.

Remarque 2.1 Soit E un A-module de Banach si A est non unitaire et A* I'alg ebre
obtenit par I'adjonction d"une unité on pose :

@+Ae)x=ax+Ax (@€A, x€eE AeQ)

ona
1@ + Ae) x|| = [lax + Ax|| < k[llall + [A[] ||x]l

donc E est un A*-module.

Remarque 2.2 Soit E un A-module de Banach. On peut toujours renormer E pour
obtenir k = 1 on pose
[Ilx[ll = sup [|bx]|

beA#
lIbll<1
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alors
x|l < [llxlll < K [lox]|

par suite |||.||| est équivalente a la norme ||.||, et
lIlbx([l < 1Bl {lIxlll, Yx € A, Vb € E

On supposera donc dans la suite que E est un A-module de Banach et que
llax|| < llall ||x]| poura € A et x € E

On pose
F=AE={y=ax, ac A xeE}

et G = [Sp (F)]” I'alg ébre engendrée par F.

Lemme 2.2 Soit (e,),so une suite bornée de A de borne M. Soit K un compact de C,
soit x € E soit u € A*on posev = u — x, (u)e
i) Sixe, — x,ona:exp (t(e, —e)) — x uniformément sur K.

n — +oo n—> +00

ii) Sive, — v alors

n — +oo

lim sup
n—-+oo teK

{ ||exp (tu)expt (e, —e) —exp tu” } <0
—exp [Re (tx. ()] [exp [t (M +1)-1] |
Démonstration. i) On a

+00

k
k(en_e)
Zt il X

k=1

”exp tle, —e)x — xH

)kl

= |{(ex —¢) th"—(en ; :

k=1

Z g M (M + 1)" !

IN

llenx — x||

k (M+1)

Comme la série Z |£] est normalement convergente, on a

k=1

”exp t(e, —e)x— x” — Quni formément sur K.

n— +oo
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ii)”exp tu expt(e, —e) —exp tu”
= ||exp t(v+ x.(u)e)expt(e, —e) —expt(v+ xo(u) e)||
”exp (txo (u)e) [expt(v+e, —e)—exp (tv)]”

= flexp (txo (u)e)Zt"(v”” il
< exp[Re(ty. ()] ;tk wra o =7

D’autre part ona v € A. Donc

— 0

Zm: ||(v +e,—e) =k — (e, —e)k”
k!

n— +oo

pour tout m > 1, lemme oulL = sup [t|. De plus

teK
itk (en - e)k
e k!

on a alors pour tout m > 1 et pour tout ¢ € K.

ftk(v +e,—e) —oF
k!

k=1

k=1

‘ ka M4 fexp (1M + 1) -1

mok
< le:—l' ”(v +e,—e) =t — (en — )|

k=1

ol IIUII Z 1 @ +M+||v||)

+expltf(m+1)-1+

k=m+1 k=m+1

par suit

||exp tu expt(e, — e) —exp tu“ —exp [Re (tx. ()] [exp || (M + 1) — 1]

'” || (+e,—e) —vF = (e, — e)k”

< exp[Re (tx. ()] e e
+ Z Itllllijll + Z I£] (1+§(\/1!+||vll)
k=m+1 k=m+1
”(v+en —e)f —vF = (e, —e)k”
< exp(a) " EOO
+ Y Elolf+ Z L@+M+ol)f
k=m+1 k=m+1
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ou a = sup [Re (tx. (1))]. Donc
teK

|lexp (tu) exp t (e, — €) — exp tu| }
nl_l%"stlell?{ —exp [Re (tx. ()] [exp [t (M + 1) — 1]

o Lk +oo Lk
< exp (a){ D el Y M ||v||)"}

k=m+1 k=m+1

Comme cette inégalité est vérifiée pour tout m > 1, on a bien

lim sup
n—-+oo teK

{ Hexp (tu)expt(e, —e) — exp tu” } <0
—exp [Re (tx. (u))] [exp |t (M + 1) — 1] ’

n
Lemme 2.3 Soit A une alg ébre de Banach commutative a unité approchée bornée de

borne M. Alors pour tout couple (a,y) € A X G, il existe une suite (e,),so d'éléments de
A telle que

enly — yH + |lexa — al| — 0 avec sup [le,]| < M.

n — +oo n>1
Démonstration. G = [Sp (F)]” implique que pour toutn > 1, il existe by, by, ..., b, €

Aetyy, Yo, ..., Yp € E tels que

Zb y

I existe e, € A tel quelle,|l < M, |le,a —al| < 1 et tel que

n(1+M)

—i

llenbi — bill < pour 1<i<p.

n(1+[|w)
On a alors
p p p
eny — y” < Mlly- Zbiyl + |le, [Zbiyi) - Zbly,

i=1 i=1 i=1

p

+ Zbiyi -y
i=1
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Donc
llexa — al| +—> 0et ”eny - y” — 0.
n — +o0o

n— +00

Théoréme 2.1 (Théor éme de Sinclair) Soit A une alg ébre de Banach commutative
a unité approchée bornée (e,),,de borne M. Pour tout x € G, il existe un semigroupe
analytique

(bt) dans A tel que

Ret>0

i) {”th} est borné pour || < 1 et Ret > 0.
ii) x € b'G pour tout t € C avec Ret > 0.
iii) V'x — x

t —0

Ret>0

Démonstration. Par récurrence on va définir une suite (f,),., d’éléments de A
telle que si on pose

by, = exp(-ne+ fi+ fa+..+fu),
b, = exp(~tne+tfi+tfr+..+tf,) pourteC,
by = bp=epourteC

on ait

<M,

f (bf1 —~ b;_l)x“ <27 pour [t|<n (2.1)
(- b;_l)“ <27 + exp [~ (1 — 1) Re ] [exp (1t (M + 1))] 2.2)

pour [t| < n et ceci pour toutn > 1

Pourn =1 onveut que

1
Hexpt(fl —e)x — x“ < 5 pour It <1
Ceci résulte des lemmeset avecu =0,K=D(0,1),et f; = e, avec n assez

grand. Supposons qu’on a construit fi, f, ..., fu-1.
Onposeu=fi+fo+..+ fi-1—(m—1)e, K=D(0,n). Alorson a

exp (tu) = bl _,
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On cherche f, avec

u

< M, |lexp (tu)x —expt(u + f, —e)x” <2™

et ||exp (fu) x —exp (tu + t(f, —€)) x”
< 27"+ [explt (M + 1)) — 1]exp [- (n — 1) Ret] pour tout t € K

L’existence de f, résulte des lemmes et Donc on peut construire la suite
(fi),s0 Par récurrence. Soit K un compacte de A = {t € C,Ret > 0}. Il existe L > 0
et 6 > 0 tels que Ret >  pour tout t € K, et |t| < L pour tout t € K. Pour n > L on
obtient

t t
bn—l - bn
donc la suite (b},),,, converge uniformément sur tout compact K de A vers une
limite que 'on note b'. On a

<2"+exp(=(m—-1)0).expL(M+1)-1

bt+s = lim b;+s — hl'E_l exp [(t + S) (—ne + fl + f2 + ...+ fn)]

n—+00

= lim expt(fi+ fa + ...+ f — ne). 111}1 exps(fi + fo + ... + f — ne)

n—+oo

=b'.b’ pourt,s € A

Donc (b)gesso est un semigroupe. L'application t — b/, est continue sur A pour
tout 1, donc l’application t — b' est aussi continue car b’ est limite uniforme sur
tout compact K de A d’applications continues. Soit / une forme linéaire continue
sur A*.

Ona

HCARTC] ]

donc la suite (I (b},)) converge uniformément sur tout compact K de A vers une
limite I (b"). Comme l’application t — I (b') est analytique sur A pour tout !/ alors

b,-b_|| — OpourtoutteK

n— +oo
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(b")ge >0 st analytique. Pour |t < 1,Ret >0ona:

[ e lim

n—+o0o

| - -
p=0
lim [exp(—(p—1)Ret)(exp (It (M + 1)) -1)] +1

n—s+00

p=0

IA

= [expltl(M+1)-1] ) exp[-(p—1)Ret]+1

p=
+.

= [explHf(M+1)—1] ) [exp(—Ret)]".exp(Ret) +1
=

8

[y

8

—_

! +1
1—exp(—Ret)

= [explf|{(M+1)-1]

D’otu
sup ||p'|| < sup [|p — | + 1 < +oo.
t t

Le semigroupe (b')ge ;- est dans A car
Xo (bfq)
Donc xo (b') = 0 pour tout t € Aet b' € A pour t € A. La suite (xb')) converge

uniformément sur tout compact de C vers une fonction ¢ (t) continue de C dans
G d’apres (2.1). Pourt € A,on a

X0 (b;) = exp (-nt), = exp (—Ret) = 0

xb,'b! = x,et lim xb,'b, = o (-t)b' = x.
+

n—>+oo

D’ou
x € b'G pour tout t € A.

Comme ¢ est continue, on a

()= @O = lim ) =x.

teA
Donc
xbt — x
t —0
teA
]
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Remarque 2.3 i) Sil'unité approchée bornée est bornée par 1, on peut supposer que
||| < 1 pour tout t > 0.

ii)
lim [yb* = y|| = 0 pour tout y € [xG] .
t>o0

Démonstration.i)SiM =1,on a

bt

Hexp [ter+er+....+e, — ne)]“

exp [-n Ret] Hexp [ter +er+ ... +e,)]
= exp[-nRet]exp(nt) =1pourt>o

D’otu
|| = lim ||b4]| < 1 pour toutt >0

n—-+oo

i) Posons A = sup ||bt ,etsoitz€ C;ona

0<t <1

lim
t —0*
t>o0

IA

ol < timsup o 2t + e 2]+ o o)

IA

1+A) ||y - xz“ .
Commey € [xG]", onalim [yb' —y|| =0

|

Corollaire 2.1 (Théor éme de factorisation de Cohen) L’ensemble
F=AE={y=ax,acA xeE}

est un sous espace vectoriel fermé de E.

Démonstration. Il résulte du théor eme2.1|(ii) que F=G . m

Exemple 4 L'alg ébre de Volterra L' [0, 1] ne poss éde aucun semi-groupes analytique.
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Continuité des semi-groupes dans une alg ebre de
Banach commutative séparable

Théoreme 2.2 Soit A une alg ébre de Banach commutative séparable et soit (a'),., un
semigroupe dans A . Alors il existe deux suites (r,) et (s,) de terme positive telle que

lim r, = lims, =0

n —+oo n —+oo
et
lim || —a!|| = lim |a"" - a'|| = 0 pour tout t > 0.
n —+o0 n —+oo

Démonstration. Soit t fixé, t, > 0 et supposons qu’il existe a > 0 tel que

inf ||at° - ato”’” > 0.
0<h <a

On peut supposer que a < t;. On pose

5(t) = inf |ja* —a™||

0<h <«

et comme
ot = a] < ] o =] & < o> 0)

ona
S (k) < ||at°_t|| 6 (t) pour tout t < g .

Sim € N on pose
Qm = {te [tO _a/tO[/

ato_tH < m}

Alors
[to—a,tol = U Q,
nelN

ainsi il existe n € IN tel que €2, est non dénombrable.On a pour tout t € Q)

o (th) _ 0(t)
OO e =

posons

_ 0(t)
¢= 2n
Sit,tpe Q,ett<t' ona

,etpourt > 0; Bt:{xeA, x—at||<C}.

O<t—t <aet|t-t|=0() >2C.
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Ainsi B; N By = @ et la famille (By);q, est une famille nondénombrable disjointe
de boules ouvertes. Ce qui contredit la séparabilité de A, par conséquent

inf |ja"" - a'|| = 0 pour tout t > 0 et tout & > 0.
0<h <a

par suite, pour tout n € IN on peut choisir r,, € ]O, %[ tel que

-1
< linf {(1 + ) }
Nnm<n

1 1
am —_— a}l

On obtient
Lir 1 1
an™'m —qgm|l < —pour tout m € N et pour tout n > m
n
donc 1 1
lim ‘aﬁ”" —an|| =0, (meNN).
n —+0o
Sit> 0il existe m € N tel que + < f et
. “(Hl+; 1 1
limsup [a"*" - af|| < ”at (|| lim sup ||an*™ — an|| = 0.
n —+00 n—+oo

De méme mani ere on peut construire une suite (s,) tel que s, > 0 pour tout
n € N. et

t—sy

s, — 0, lim ”a —atH:Opourtoutt>0.

n —+00 n —+00

Corollaire 2.2 Soit A une alg ébre de Banach commutative séparable, il existe un idéal
I, I # {0}, dans A possédant une unité approchée bornée si et seulement si A possédant
un semi-groupe borné (a'), .

Démonstration. Soit I un idéal dans A, I # {0}, possédant une unité approchée
bornée, alors I est séparable et d’apr es le théor éme2.1il existe un semi-groupe

analytique (a")ge ;o dans I tel que

sup ||a'|| < +oo et [atl]_ = I pour toutt > 0.
>0

Supposons maintenant que A possédant un semigroupe borné (a'),., on pose

= [UatA]_.

>0

M = sup ||a*
>0
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Soit (t,) une suite vérifier le théor eme[2.2] Alors

lim xa™ = x pour tout x € Ud'A.

n —+o00 >0

Et puisque

<M pour toutn € N lim xa™ = x pour tout x € I.

n —+00

al

Ainsi I possédant une unité approchée bornée. m

Proposition 2.1 Soit A une alg ébre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (e,) formée d’idempotents. Alors il existe dans A une
unité approchée bornée séquentielle (f,) formée d’idempotents, et telle que

fo-fu = fmpourm,n € N, n > m.

Démonstration. Soit n fixé, n € IN*, on sait [11] que si f, g sont deux idempotents
distincts d"une alg ébre de Banach commutative alors

Ilf -8l =1
Ona

lim e,e, =e,

m—>+00

et pour m assez grand on a
”emen - en” <1

d’ot comme e, — ¢, est un idempotent e,,.e, = e,. On peut construire par récur-
rence une suite (p,,),, d’entiers strictement croissante telle que

em-€p, = €p, pour tout m = py,1.

On pose f, = ey, alors (f,) est une suite extraire de la suite(e,), et f, = fi.f, si
m >n+1.D’ou le résultat m

2.2 Explicitation des idempotents associés aux semi-
groupes ne vérifiant pas certaines inégalités prés
de l'origine

Lemme 2.4 Soit K un sous corps de R et soit 0 : K¥ — C(K* I'ensemble des éléments

strictement positifs de K) une application non nulle telle que 0 (s + t) = 6 (s) O (t) pour
s, tek'.
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i) Silimsup|O (t)| = +oo, alors limsup |0 (t) — O (t (@ + 1))| = 400 pour o € K* .

t—0* t—0*
ii) Silimsup |0 (f)| < +oo,etsilimsup |l — O (t)| > 0,alorslimsup |0 (t) — O (t (a + 1))| =
t—0* t—0* t—0*

2 pour o € K*.
iii) Si tlir%ﬁ (t) =1, alors il existe c € C tel que O (t) = exp tc pour t € K*.

Démonstration. Voir [12]. m

Remarque 2.4 D’apr és le lemme précédent on déduit que si tlir%1+ |6 (t)| = 1, alors il

existe a € R tel que
|0 (t)] = expta pourte K".

Théoreme 2.3 Soit Kun sous corps de R, soit (a'),¢.- un semigroupe non quasinilpotent
dans une alg ébre de Banach, soit A la sous alg ebre de fermée engendrée par (a'), et
soity > 0. Si

)4

(+ D"
alors il existe un idempotent | de A et u € JA vérifiant les propriétés suivantes

i) ¢ (J) = 1pour d € M(A).
ii) (a' — Ja'),ex+ est un semigroupe quasinilpotent.

lim sup “at — 4t0+1) | <

t—0*

iii) Ja' = exp tu pourt € K.
Démonstration. Voir [12]. =

Lemme 2.5 Soit n > 1 un entier, et soit U le disque ouvert de centre O et de rayon

( 1”)1+ +. Il existe une application h analytique sur U et continue sur U tel que h (0) = 0
n+1) Fi

et tel que h(z) — h ()" =2z pour z € U. De plus h® (0) > 0 pour k > 1, et

n+1)") m+1)7
Démonstration. Posons f (z) = z — z"*! pour z € C, soit V le disque ouvert de

centre 0 et de rayon #, et soit I' = dV le cercle de centre 0 et de rayon ( 11) T-
n+1)7 n+1)7

Soientz; € V,z, € V.On a

f(zl) - f(ZZ) = (z1 — 22) (1 — Z Z}izg_k)

0<k<n
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

Comme

k n—k
Z:zlz2 <1

0<k<n

f est injective sur V. Soit A € U. Posons ¢ (z) =z — A, ¢ (z) = z— 2" — A. Pour
zel ,ona

1 n 1 "
> [zl -|A - - -
'¢(Z)| |z| = |A] > (n+1)% (Tl+1)1+% (1’[+1)’17 ( 1’l+1)
_ ;Hl =" = o) -y @)
(m+1)""

Il résulte du théor eme de Rouché que 'équation i (z) = 0 poss ede un esolution
dans V, et U C f (V). L'application f est une application conforme de V sur
l'ouvert f (V). Soit h : f (V) — V l'application réciproque, et soit

h(z) = Zakzk
k>0

le développement de Taylor de 1 en 0.On a
h(z)—h(z)"™" =z pourze f (V)

et
CVo:h(O):O

Soit R le rayon de convergence de la série Y, a4z*.Comme U C f (V), on a
k=1

R>—"

e+ 1)

D’autre part on a
W—-m+1hh =1

donc
a=h0)=1

Soit k > 2. Il existe un polyndome Qy de k variables a coefficients positifs tel que
W9 =+ DI + Qi (1, ..., )
On voit donc par une récurrence que

h®(0) >0 pour k > 2
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Par conséquent a; > 0 pour k > 1. On a évidemment

h(t)=¢(t) pour0<t<
(n+1)"

ce qui preuve que R = r puisque la dérivée de ¢, n’est pas bornée sur

( )1+
[ .Comme a; > 0 pour k > 1, on en déduit que la série

k
n
= (m+1

1
T.
(n+1)7n

0,
[ (n+1)1+

est convergente et a pour somme

Lemme 2.6 Soit A une alg ebre de Banach, soit n > 1 un entier soit h la fonction
analytique construite au lemme IQEI et soit u € A. Si ||u|] < ( 1n)”l alors la série
n+l1) "

h(k)(O) k .
Z Tu converge dans A, et sion pose
k1

(k)
h(u) = Z%uk

k>1

ona
h(u) —h(u)™ =

de plus
17 @)l < B (llull) <

(n+ 1)%

Démonstration. D’apr és les propriétés standard du calcul fonctionnel holo-
morphe, on a
h(ru) — h(ru)" = ru pourr € [0,1]

et par continuité i (u) — h (u)"! = u. D’autre part
h (0 n
o< 22 gy < —2—
k>1 (n+1)"™

Lemme 2.7 Soit A une alg ébre de Banach, et soit u € A. Si u est quasi-nilpotent alors
x = h(u) est 'unique élément quasi-nilpotent de A vérifiant

x—x" =
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Démonstration. Soit A* I’alg ebre obtenue en ajoutant une unité I 4 A. Posons x =

h (). Supposons qu’il existe un élément quasi-nilpotent y € A vérifie y—y"*!

alors yu = uy.On a
w—y{P—sz@“ﬂ=0

0<k<n

:u,

Puisque x et y sont quasi-nilpotents, - Y. xfy"* estinversible dans A* et x = y.
0<k<n
n

Théoreme 2.4 Soit A une alg ebre de Banach, soit n > 1 un entier et soit x € A tel que
lIx[| > 11)1 . Si x est quasi-nilpotent alors

(n+
||x — x”“” > L]
(n+ 1)
Démonstration. Supposons que
||«
”.’Xf A H < (n N 1)1+%

et soit h la fonction analytique construite au lemme D’apr és le lemme
ona

x=h (x - x””)
Comme la fonction h est transcendante et comme
klIF
1- n+1 —
Jim o =) =0
on a
h® (0) n 1
Il < Y == lull < —|= -
o1 (n+1)7"") (m+1)"
n

Corollaire 2.3 Soit K un sous corps de R, soit (a'),e+ un semi-groupe quasi-nilpotent
dans une alg ebre de Banach, et soit n > 1 un entier. Si

n

lim su _
P (n+ 1)

t—0*

|at _ at(y+1)

| <
alors a' = 0 pour t € K*.
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Démonstration. Soit t € K*. Sia' # 0 on a la fois

t
ar

1
lim sup > lim sup ||a'||”
p—>+o0 p—>+00
et . t t(n+1) n
limsup|lar —a 7 || < ——
1+
p—teo (1+mn)"

ce qui contredirait le théor eme2.4] m

Théoréme 2.5 Soit K un sous corps de R, soit ("), un semi-groupe dans une alg
ebre de Banach, soit A la sous alg ebre fermée engendrée par (a'),q+ et soit n > 1 un
entier. Si "
limsup [|o — 2"V <« ——.
t—0* (1+n)'"
alors ou bien a' = 0 pour t € K*, ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A
tel que a' = exp tu pour t € K*.

Démonstration. Supposons que (4'), est quasi-nilpotent. Il résulte alors du
corollaire 2.3 que a' = 0 pour t € K*.Dans le cas contraire on sait d’apr és le
théor éme [2.3|qu’il existe un idempotent ] de A, avec ¢ (J) = 1 pour ¢ € A et un
élément u de JA tels que

Ja' = exp tu pour t € K*.

Soit B = A/JA et soit P la surjection canonique de A sur B. Comme P est contrac-
tante, et comme ¢ (J) = 1 pour ¢ € A, B est radicale et il résulte du corollaire
que P(a') =0

P(at) =0 pour t € K*.

Donc
a' = Ja' = exptu pourt € K*

et A est unitaire d'unité |. m

Exemple 5 Soit A (D) I'alg ébre des fonction continues sur le disque unité fermé dont
la restriction au disque unité ouvert D est holomorphe, munie de la norme

A1l = max|f @] = max|f )

|z|<1

qui en fait une alg ébre de Banach uniforme. Pour z € C, z non réel < 0,t > 0 on pose
z' = |z|exp (it arg (z))
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arg (z) désignant la détermination de I'arqument de z qui appartient a |—m, e[, et on
pose z' = 0 pour t = 0. On pose également

t
a (z) = (TZ) pour |z| <1, t > 0.

("5 est un semigroupe continu dans A (D) puisque pour tout couple s,t de réels
strictement positifs on a

at+s — (1 ;Z)Hs _ (1 ;Z)t(l ;Z)S — atas

5 -3 ey
<) |3 -

passant a la limite quand h — 0 on obtient

et de plus

(1_Z)t+h (1_Z)t
2 2 ).

Soit F = {feA(D)|f(1):0},etposons

lim

=0 pour tout t > 0.
h—0

¢(z) = eXp(z%) pour |z| <1, z # 1.

Soit R I'alg ebre quotient F /qb%et soit P : F — R la surjection canonique. Alors ‘R est
radicale, la sous alg ebre fermée engendrée par P (a'),., coincide avec ‘R, le semigroupe
P (a'),- est continu,

”P (at)“ <1pourt>0
etona

lim

t—0*

P (at) B P(at(nﬂ))H = Ll pour tout entier n > 1.
(n+ 1)

En effet on déduit du fait que les polynomes sont denses dans A (D) que la sous alg
ebre de A (D) engendrée par a' est dense dans F. Donc la sous alg ebre fermé de R
engendrée par le semi-groupe (P (a')),», coincide avec R. L'application t — P (a') est
une application continue de 10, +oo[ dans ‘R, et

HP (at)” < 1pourt > 0.
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Comme F est le seul idéal maximal de A (D) contenant ¢F, R est radicale. On a
t
‘arg (at (z))‘ < ?n pourt>0, |z21<1, #1

donc a' (z) — |at (z)| converge uniformément vers 0 sur D quand t —> 0*.On en déduit
que

lim sup HP (Dlt) _p (at(n+1))” < lim sup ||[1t _ at(n+1)||oo
t—0* t—0*

n
< max (x — x”“) =—7F.
0<x<1 (n + 1)1+ﬁ

Comme le semi-groupe (a'),., est continu, on a tlirgk ||P (at)” =1, et on déduit alors de

théor eme[2.4] que
lim

t—0*

P at -p at(n+l) “ — L
Théoreme 2.6 Soit A une alg ebre de Banach, soit n > 1 un entier et soit x € A tel que

n
llxll =

t _ S htl
ne D L H<(n+1)1+%

n
17
+)ltn

Soit U le disque ouvert de centre O est de rayon ( et soit h la fonction analytique
n

sur U construite au lemme[2.5 Alors

o ()] = —

T pour ¢ € A

n+1

et 'élément [—(n + 1) h" (x - x”“) est inversible dans 'alg ébre A* obtenue en ajoutant
une unité I a A, et

J= (I R (x — x”“))_1

X Z o (x —h (x —~ x””))k_l h (x — x””)nﬂ_k

2<k<n+1

est un idempotent non nul de A vérifiant
x—h(x—x"“) = ](x—h(x—x”“))

Deplussip € Aona

o () =1si ¢ ()] > ——

(n+1)"
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et
¢ (x) =0si |(1) (x)I T
n+ 1)t
Démonstration. Soit u € A tel que ||lu|| < " 1)1 T Comme
+
1
Il @Oll < ke (Jull) < T
(n+1)n

I— (n+ 1) k" (u) est inversible dans A* . Soit y € A. On a

y+h@) - (y+h)™ —u=yT-m+1)n" w)

Y [ Z Choy 2 ()™ k]

2<k<n+1

Posons maintenant

u = x—x"*,y=x-h)),
(I-(n+ 1)h(u)”)_1( Z Ck 2 ()™ k)

2<k<n+1

Comme

(y+hw)—(y+h@)" —u=0

on a y = y?b, donc y?b* = yb, et | = yb est un idempotent de A.Comme [[i (u)|| <
—L_—,onay#0et] #0puisque y = Jy.

(n+1)7n
Soit maintenant ¢ € A. Comme

|¢ (x)| 3 |gb(x) n+l ‘qb( xn+1)

n
<—,
n+1D"

on a

[ )| =
(n+ 1)'1
On a vu dans la démonstration du lemme 2.5 . que la fonction f (z) =z -z

injective sur le disque de centre 0 est de rayon " .Comme
n+1)7

n+1 est

¢ ()= )" = (h(w)— ¢ (h@w)™
et comme

¢ (h(w) < h(llull) < - 1

(n+1)"
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on voit que si ¢ (x) < —
(n+1

alors

1
i

() =¢(x)—¢ ) =0
donc ¢ (J) = 0.D’autre part si ¢ (x) > ﬁ, alors

P (x) # ¢ (1 (u)
donc ¢ (y) #0etp(J) =1 puisque y =Jy. m

Exemple 6 Dans le cas n = 1. On trouve d’apr és le lemme[2.5]

1—(1-4z2)?

h(z) = >

our |z| < L
P =1

Et d’apr és le théor eme[2.6|on a

] = (I - 2h (x — xz))_l (x _ h(x _ xz))

(x—§+%(I—4x+4xz)%)(1—4x+4xz)
1

é + (x - é)(([ —4x + 4x2)_§).

Remarque 2.5 On déduit du théor eme [2.6| que si I'alg ébre de Banach A ne poss ede
aucun idempotent non nul, alors

||x — x”““ > T pour tout x € A tel que ||x|| > -

(n+ 1) (n+1)"

Corollaire 2.4 Soit K un sous corps de R, et soit (a'),cx+ un semi-groupe dans une alg
ebre de Banach A. On suppose que A ne poss éde aucun idempotent non nul.

n

i) Silimsup|a’ —a'®|| <

-, alors a' = 0 pour t € K*.
1+
—0+ (n+1)

n

n
1+1°

ii) Silim inf”at” > 0, alors lim inf”at - at(”“)” >
t—0* t—0+

(D)7
Démonstration. (i) provient du fait que lim inf ar|| > 1siat #0.
p—+00
D’autre part posons m = lim inf |atH .Ona

t—0*

m? = lim inf

t—0*

2 ..
|at|| > liminf

t—0+

|a2t” = m.

Donc si m > 0, alors m > 1.
(ii) découle immédiatement du théor éme[2.6] m
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Remarque 2.6 La sous alg ébre fermée engendrée par le semi-groupe (a'),cx+ poss éde
un idempotent non nul si
liminf

t—0*

] > 0.

Définition 2.4 Soit K un sous corps de R, et soit (a'),ex+ un semi-groupe dans une alg
ebre de Banach A. On dira que (a'),cx+ est localement borné si

sup 4’ < +oopour0 <a < B < +co.
te[a,p]nK

Si liminf
t—0*

pas localement borné puisque

|at” = 0 et s'il existe s € K* tel que a® # 0, alors le semi-groupe (a'),ex+ 1'est

! ' ”atH > ||@°|| pour 0 < t <s.

Définition 2.5 On dira qu’une suite d'idempotents ( ]”)p>1 d’une algebre de Banach est
croissante si
Jpeilp =Jp pourp =21
ce qui implique que
JoJp =], pourg>p=>1.

Théoreme 2.7 Soit K un sous corps de R, et soit (a'),cx+ un semi-groupe dans une alg
ebre de Banach tel que

lim inf||a’ — 2"V < Ll
e (n+ 1)

et soit A la sous alg ebre fermé engendrée par le semi-groupe (a'),x- . Si le semi-groupe
(a'),cx+ est localement borné et non nul, alors il existe une suite croissante <]p)p>l
d’idempotents non nul de A telle que

A:u{qseA ‘q;(],,):l}

p=1

et telle que U J,A est dense dans A.

p=1

Hn+1)

Démonstration. Soit 6 € ]lim inf |at —a , —= 1[ et soit (tp) une suite
t—0* (n+1)t+ p=1

décroissante d’éléments de K* qui converge vers 0 telle que

|[a% — a@+V|| < 5 pour p > 1.
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

Comme
liminf”at” >1,
t—0*
on peut supposer que
|[a]| > - pour p > 1.
(n+1)"

Soit ], I'idempotent associé a a* par le théor éme Soit ¢ € A. Comme
qo(at) # 0 pourt € K*

on a
lim sup '(p (at)' < 400
t—0*

et d’apr és la Remarque[2.6]il existe o € R tel que

o ()
o (a*)

=exp (ta) pourt e K".

Donc
tp
tp+1

pourp > 1.

= fo (@)

Si ¢ (Jps1) = 0 alors
1

(n+1)"

+, ce qui montre que ¢ (Jp) = 0.On a donc

<

)

1
(n+1)
J = Jps1]p pourp =21
et la suite (J p)p>1 est croissante. Considérons a nouveau ¢ € A. Comme 111101

> —s0+

|(j) (at)| =1,0na

Donc on a également |qb (atf’)| <

ty 1
o) (n+1)"

pour p suffisamment grand, et par conséquent
A=ulpedlpye) =1}
p=1

Soit M 1’adhérence de l'idéal U1 JoA, et soit P : A — A /M la surjection cano-
p=

>

nique. L'alg ébre quotient A /M est radicale, et il résulte du corollaire 2.4 que

P(«)
Comme P (a') est localement borné, on voit que P (a') = 0 pour ¢t € K. Donc
M=A. =

lim inf

t—0*

':0.
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

Corollaire 2.5 soit (a'),., un semi-groupe non nul dans une alg ébre de Banach, soit
A la sous alg ebre fermée engendrée par (a'),,, et soit n > 1 un entier on suppose que
("5 est continu sur 10, +oo[ et que

n

(n+ 1)

lim inf |at - a“”“)“ <

t—0*

Alors ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u € A tel que
a' = exp (tu) pourt >0

ou bien il existe une suite ( jp)p>1 d’idempotents non nuls de A vérifiant les conditions
suivantes

i) jpjo =0 pourp #q.
i) A = pLle {qb €A |qb (jp) =1 } , et Span {j,,A}leest dense dans A.

iii) Pour p > 1il existe u, € j,A tel que j,a' = exp (tup) pour t >0, ont

ky
expuv = j, +Ztk—l') pour v € j,A.

k>1

Corollaire 2.6 Soit ( ]p)p>lla suite croissante d’idempotents donnée par le théor éme
S'il existe p > 1 tel que J, = J, pour q > p, alors A est unitaire d'unité | = J,.II

résulte du théor éme 2.6\ que | € a'r A* oit A* désigne I'alg ebre obtenue en adjoignant
une unité a A, et on a donc
lim

t—0*

J-TJa| =o.
Il vésulte alors du théor éme 2.9.3 qu’il existe u € A tel que
a' = exp (tu) pour t > 0.

Supposons maintenant que pour tout p > 1 il existe g > p tel qu eJ, # J,. Quitte a
Remarque placer la suite ( ],[,)’g21 par une sous suite onpeut supposer que

Jp # Jpr1pourp 2 1.
Posons
Ji=Tietj,=]p— Jp-1pourp = 2.
Soitp>2.0na
jp]p—l = ]p]p—l - ]p—l = O/
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

donc

Jolg = Jplp-1]s =0
pour 1 < g < p —1. Ceci montre que

Jpl; = 0 pour g # p.
D’autre part

Span{j,Al = UJ,A,

pzl  p>1

donc Span { ij}p>1 est dense dans A, ce qui implique que

A=Ulpedlp(e) =1}

p=1
Soit p > 1. Comme |, € a® A, et comme j, = ],j,, on a

lim

t—0*

jr = fv”t|| =0.
On déduit alors a nouveau du théor éme qu’il existe u, € j,a' tel que

jpa' = exp (tup) pour t > 0.

P
Lemme 2.8 Soient p et q deux entiers positifs, et soit R, ; = (p%)q p"{q. 11 existe une

fonction analytique g : D (O, RM) —> Ctelleque g (0) = 1et telleque g (z)) —g (z)™" =

4
z pour |z| < R, 4. De plus |g(z)| > (p%)q pour |z| <R, ,.

Démonstration. Voir Distance entre puissance d’une unité approchée bornée
[4]. =

Lemme 2.9 Soit x un élément d’une alg ebre de Banach, soit A la sous alg ebre fermée
engendrée par x, soit A* I'alg ebre obtenue en adjoignant une unité [ a A, soient p et g
deux entiers positifs et soit g la fonction analytique associée a p et q au lemme[2.8} Si

P
P \" P
(F =21 < (—) e
P p+rq] ptq

alors
pg (& — YT — (p+q) g (& — 2P,
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

est inversible dans A*, et

Jpq () =1— [pg (F =PV — (p+q) g (" — xp+q)P+q—1]‘1

X Z CEW (x -8 (xF — xp+q))k—1 g (o — xp+q)p+q—k

2<k<p+q

B Z CI; (x - & (xp - x’“q))k'l g(xp _ xp+q)l7—k]

2<k<p+q

est un idempotent de A. De plus

Jpg () x = Jpq (%) g (67 = x7*7),

et

{q> e M(A)|¢ (T ) = 1} = {p e M) |p () € Q)

p i
¢"">(m) }

ot Qy désigne la composante connexe de 1 dans I'ouvert

|Zp_zp+q|<(L)ﬁL '
p+q) pt+q

Démonstration. Soit ¢ le caract ere de A* tel que ker ((1)0) = A. Posons

c{cpeM(A)

QZ{ZEC

Ko m!
Cn = k! (m — k)!

pourm>0,0<k<m,0=|x—x",u=x"-x"*"Tety=x-gu). Comme
g () - g () =u,
ona
0 = X —xP"—u
= (y+gW) - (y+gw)™ —u
= ylpg @™ - (p+q) g @]
o DR (O W e T §

2<k<p+q 2<k<p
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2.2. EXPLICITATION DES IDEMPOTENTS

Posons de nouveau
f(z) =2 — 2" pourz € C.
P
Ona f’(g(z)) &' (z) = 1 pour |z| < (p"fq)" -~ et par conséquent la fonction
z—> 1
f1(8()

est analytique sur le disque ouvert

DO,(L)‘*L,
p+q) p+tq

f8@)=pg@ ™ - (p+qg "
il résulte d'une propriété standard du calcul fonctionnel holomorphe que

Comme

pg@ " = (p+q) g

est inversible dans A* et que

h(u)=pg ™ = (p+q) g/ .

Posons

v="h (u){ Z Ch, Y 2 ()1 - Z Cyy' g (uy k] ,

2<k<p+q 2<k<p
J(x) =1-yv.

Comme y = y?v, on a (yv)* = y*v? = yv, donc yv et | (x) sont des idem- potents
de A% et J (x) y = 0, de sorte que

J(x)x =] (x) g ().
Comme ¢(0) =1,k (0) = ‘71, et ¢o (g (1)) =1, donc ¢ (y) = —1. Par conséquent

(PO [ Z CI;quk—Zg (u)p+q—k _ Z ngk—Zg (u)pk]

2<k<sp+q 2<k<p
k k
= Z C”jm(—l) - ZC’;(—l) =-1l+p+g+1-p=qg
2<k<p+q 2<k<p

Donc ¢ (v) = —1 et ¢ (yv) = 1. Par conséquent ¢ (J (x)) =0, et J (x) € A.
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Soit maintenant

Qz{zeC

P
|Zp_zp+q|<(L)qL ,
p+tq) p+q

et soit (g la composante connexe de 1 dans Q. On a g(f (z)) = z pour z € .
D’autre part I'image par ¢ du disque ouvert

P
{5l 7
p+q) p+q

est un ouvert connexe contenu dans £ qui contient 1, donc g(z) € Q) pour

P
|Z|<(L)"L,
p+q] p+tq

D

et on voit que

Qo = g[D[o,(p%)q P%D ={zeQlg(f@) =z}

P
|Z|<(L)"L,
p+q] p+tq

- P p+q + P % P
@) =[s@f ~ls@f|<ls@ -s@ q“(m) pra

Pour

on a

Comme 'ensemble

{If (s (Z))|}|z|<( D\l

W) 2
est connexe et contient 0, I'étude du graphe de f sur l'intervalle ]0, +oo[ montre

que
1

1 2
|g(z)| > (pi'%q)q pour |z| <( P )q P
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pour z € Q. Soit ¢ € A. Comme J (x)x = J (x) g (u), on voit que ¢ (x) = ¢ (g (1))
si @ (J (x)) = 1.Comme
[-](x)=(x-gW)v,

on voit réciproquement en prolongeant ¢ a A* que ¢ (J (x)) = 1si¢ (x) = ¢ (g (u)).

Mais
¢ (g W) = (g(f () = g(¢(f ()

et par conséquent ¢ (J (x)) = 1 si et seulement si ¢ (x) € Jy. m
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CHAPITRE 3

LLES UNITES APPROCHEES BORNEES DANS UNE
ALGEBRE DE BANACH
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3.1. SUITES REGULARISANTES

3.1 Suites régularisantes

Définition 3.1 (Suites régularisantes) [13]On appelle suite régularisante (ou ap-
proximation de l'identité) une famille (p,)n>1 de fonctions définies sur R vérifiant les
propriétés suivantes

1. py € CZ(R) et supp p, C [-1/n,1/n], Vn > 1,

2.0<a, <1,

3. f]Rocn(x)dx =1, Vn>1

Dorénavant on utilisera systématiquement la notation (p,) pour désigner une suite
régularisante

Remarque 3.1 Remarquons qu’il existe des suites régularisantes. En effet, il suffit de
fixer une fonction p € CZ*(R avec Supp p C [-1/n,1/n], p > 0 sur R et f]R p(x)dx >0,
par exemple : La fonction
1 .
o) = exp (m) si x| <1
0 st |x| >1

On considere ensuite

_ _ Jen exp <—n2x12—1) si|x| <1
avec .
c= 1/exp(1 _xz)dx

Pour f € L, (R),on pose
fa(x) = pu* f(x)

telque
- (x) = — ), (Y)dy = (x—y)dy, Yx € R
fu(x) fRf(x v)pa(y)dy fRf(y)p (x—y)dy, Vx €

La fonction f, s’appelle régularisée de f. Dans l'espace L1(IR) les suites réqularisante
qui joue le méme role que 'unité approchée bornée

Exemple 7 [1]]On considere

—+00

LY(R) = {f : IR — C, mesurable, f |f(x)ldx < 1}

—00
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3.2. UNITE APPROCHEE BORNEE

muni de la convolution posséde une unité approchée bornée.

e,(1) = nsi0<x<g,n>1
" 00 sinon

leall = Tt fres@) = [ f(x—Beutdt = n [* fix = Bdt; f() = f)n [ db
alors 1
(f*e)() = flx) =n f flr =) = )t
0

Si f est continue a support compact C [—-a, a] , donc elle est uniformément continue

a+1
[ (F * e2)(x) — FOOlt

a-1

a+1
f n% sup |f(x —t) — f(x)|dt
—a-1

a—

I(f *en) = flh

IA

IA

1
2@+ Dsup|f(x—t) — f(x), 0<t < o IX|<a+1
Comme f est uniformément continue; le
1
sup|f(x—t) = f(x)| = Oquand n — +o0, 0 <t < o x| <a+1

I(f *en) — flli — Osi f est continue a support compact . Si g est quelconque dans L' et
f continue a support compact,

lim|g * e, — glh
n—00

+1im||f « ex = flh +1If = glh

lim|lg*e, — f *eulli
n—oo

2llg - fIIVf

IA

continue a support compact par densité on a lim,,_,.||g * e, — gllh =0

Ceci prouve exactement que lim,,_,.c g * €, = g dans L'(R).

Par conséquence (e,)n<1 est une unité approchée bornée séquentielle de L'(IR).(bornée
par 1).

3.2 Unité approchée bornée

Dans ce chapitre on va donner quelques définitions et propriétés avec des
exemples.
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Définition 3.2 (Unité approchée bornée.) [1]Soit A une algebre de Banach com-
mutative. On dit que A possede une unité approchée bornée séquentielle (u,a,b,s) s'il
existe une suite (e,), de A bornée telle que :

x = lim e,x pour tout x € A.

n—+o0

En d’autres termes, on dit qu’une suite (e,), d'éléments d"une algébre de Banach A est
une unité approchée bornée séquentielle de A si

lleall < +o0 pour tout n € N
et lim |le,x— x|l = O pour tout x € A
n—+oo0

Définition 3.3 Soit A une algebre de Banach commutative. On dit que A possede une
unité approchée bornée s'il existe M > O tel que pour tout aj, ay, ..., ar € A et pour tout
e >0, il existe x € A avec

llx|| < M : ||xa; — a;l| < € pour tout i.

Remarque 3.2 Il suffit pour avoir une unité approchée bornée que la condition ci-dessus
soit vérifiée pour k = 1.

Unité approchée bornée séquentielle.

Définition 3.4 Soit A une algébre de Banach commutative. On dit que A possede une
unité approchée borné e séquentielle (u.a.b.s) s’il existe une suite (e,) de A bornée telle
que

x= lim xe, pour tout x € A

n— +oo

Remarque 3.3 [1l/Si(e,), est un unité approchée bornée séquentielle de A on lim,,—, ;. ||e,]| >

1: En effet, ||x|| = limy— 4o llexx]] < limy,—1c0 llenllllx]| pour tout x € A, ainsi :

1< lim [leg]l.
n—+oco
Proposition 3.1 [1]Soit ‘A une algebre de Banach commutative. Alors A possede

une unité approchée bornée par M si et seulement si, pour chaque ensemble finie
{a1,a2,,,,,a¢) d'éléments de A et pour tout € > 0, il existe e € A avec

lle]| < M et |lea; — a;l| < € pour touti=1,...., k.
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Démonstration. —

Soit A une algeébre de Banach commutative possede une unité approchée
(én)n<1 bornée par M :
Considérons un ensemble finie {ay,a,,,,,,a;} d’éléments de Aon a:

lim |le,a; — ail| = 0 pour touti =1, ..., k.
n—+oo

Alors pour tout ¢ > 0, il existe ny € IN tel que pour tout n > ny :
llena; — aill < € pour touti=1,.... k.

avec e,, € Aet |le,, || < M. Nous avons
llen ;i — aill < € pour touti=1,.... k.

Donc

€y =€

—
Réciproquement,supposons que A est une algebre de Banach commutative a
la propriété qu’il existe une constante M telle que pour chaque ensemble finie
{a1,a,,,,,,ar) d’éléments dans A et chaque ¢ > 0 il existe un élément e € A avec
llell < M telle que

llea; — ail| < ¢ pour touti=1,...., k.

On note par A I’ensemble de tout les paires A = (F, 1) avec F un ensemble finie
contenu dans A, et n > 1. 'ensemble est un ensemble partiellement ordonnée
par cette relation :

(Fn,,m) ~ (Fu,,n2) ssiF, CF, etn; <ny.

Alors pour tout A = (F,n) dans il existe un élément e, € A avec |le,|| < M tel que

1
lleax — x| < - pour tout x € F,.

Ainsi, pour tous x € A et ¢ > 0 il existe Ay = (F, ng) € A telle que
lleax — x|| < € pour tout A > Ay;
c’est-a-dire, la suite (e,)r>1 bornée par M tel que :

x = lim e;x pour tout x € A.

n—+oo

Par conséquent (e;),>1 est une unité approchée bornée séquentielle de A bornée
par M.
n
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Proposition 3.2 [1]Soit A une algebre normée séparable,ou s’il existea € A : [aA]™ =
A([aA]™ la durance de L'algebre engendrée par a. Alors A possede une unité approchée
bornée séquentielle.

Démonstration. i) Si A est une algebre normée séparable, soit (a,,) une suite
dense dans A ; pour tout n > 1 il existe (e,) tel que :

1
e, — aull < - pour tout n > m avec |le,|| < M

Alors pour m fixé;

1
ey, — an|| < - pour toutn > m,

donc
lim |le,a,, — an|l =0
n—+oo

Soit y € Aeste >0, il existem € IN :

€
ly — anll < m

et il existe n; € IN* :

€
”enam - am” <z
2

pour n > 1y on a

lleny — yll = lleny — enm + ey, — Y — ay + ay|

< llealllly = amll + llexam — amll + lla, — yll

& &

Donc
lirP lle,y — yll = 0 pour tout y € A.
ii) Supposons qu’il existe a € A : [aA] = A : a € A = [aA] implique il existe
{enln;
e, € A: lim |jae, —all =0,
n—+oco

Alors
lim |lae,x —ax|| = 0 pour tout x € A.
n—+oco

Soity e A, Ix € A :

€
lly — ax|| < )
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Donc
le.y —yll = lle,y — enax + e,ax — y — ax + ax||
< lleny — eqax|| + [le,ax — axl| + [lax — yl|
Alors
lim sup |le,y — yll < lim sup|le,y — e,ax| lim sup |le,ax — ax]|
n—+o0o n—+oo n—+00
) 1+M)
+ lim sup|lax — y|| < e+0=c¢
Jm sup [lax — yll < T
Donc

lim suple,y —yll =0 = |le,y — yll =0 — 0 l'orsque n — 400
n—+oco
Alors (e,)n>1 est une unité approchée bornée séquentielle de A. m

Lemme 3.1 (d’Urysohn métrique) [14]Si F et Fy sont deux fermés disjoints dans
un espace métrique (X, d), il existe une fonction continue f sur X, a valeurs dans [0, 1],
telle que f = O sur Fyet f =1 sur Fy.

Démonstration. Si Fj et F; sont non vides, on posera

d(x, Fo)

Vxe X, f(x) = d(x, Fo) + d(x, F1)

Il faut vérifier que le dénominateur ne s’annule pas :
si
d(x/ FO) = 0/

alors x € Fy puisque Fj est fermé, donc x € F; puisque les deux ensembles sont
disjoints, et alors d(x,F;) > 0. La fonction f est donc continue, et vérifie les
conditions voulues.

Si Fy est vide, on peut poser f = 1 partout et si F; est vide f = 0 partout.

n

Remarque 3.4 Si X est un espace localement compact alors, pour tout compact T de
X, il existe une application continue de X dans [0, 1], a support compact, et qui vaut 1

sur T

Remarque 3.5 Sil’algebre A est unitaire alors A posséde une unité approchée bornée
avec M = 1.
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3.3 Application : L'algebre BV
Définition 3.5 (L'algebre BV,) Soit

BV, = {X = (x,),s1 € CN, Z i1 — X, < 400 et lim x, = O).

n—+oo
n>1

Muni des opérations usuelles, somme et produit cordonnée par cordonnée et de la norme

+00
IX 1=} o1 = x| + suplx

n=1 n=1

BV, est une algebre de Banach commutative
Soit (hy)ns1 la suite d’élément de BV, définie par :

h,=(1,...,1,0,0,...
[
n—fois

Alors (hy)us1 est une unité approchée bornée séquentielle formée d’idempotent.
En effet si X = (x,)1 € BVgona:
Xh, = (x1,%2,...,%,,0,0,...) et X—Xh, =(0,0,...X11,Xns2,-..).
D’on
+00
X = Xy = ) Py = X0+ sup | + e

p=n+1 p=n+l

ona X = (x,)p>1 € BVg donc lim,, . x, = 0, alors

lim || X — Xh, ||= 0.

D’autre part pour tout entier non nul nonah? = hy et || h, =2 ||.
Ce qui démontre que la suite (h,),>1 est une unité approchée bornée séquentielle formée
d’idempotent dans BV .

Proposition 3.3 Soit ‘A une algebre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (e,,),51, Alors :

1. Si(en)n>1 est constante a partir d’un certain rang, A est une algebre unitaire,

2. Si (en)us1 est formée d’idempotent et si A est unitaire d’unité e on a e, = e pour
n assez grand.
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Démonstration. Supposons la suite (e,),>1 est constante a partir du rang n,,
Alors :
x = lime,x =e,x

n—oo

pour tout x € A,alors A est unitaire d"unité e,,,.
Supposons maintenant A unitaire d'unité e et (e,),>1 formée d’idempotent on a

e=limee, =¢,

n—-00

Donc || e — e, ||< 1 a partir d"un certain rang m,. On a d’apres la Proposition
alors e, est inversible pour tout entier n > m et puisque e, est idempotent on a
X(ex) = x(e) = 1 pour tout caractere y de A et pour tout entier n > my.

Donce — e, € RadA. Or

(e—en)zze—26n+en:e—en

Par conséquent e — e, = 0 puisque 0 est le seul idempotent de RadA et ceci pour
tout entier n > my. Ceci qui démontre la Proposition. m

Proposition 3.4 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité ap-
proché bornée séquentielle (e,) formée d’idempotents. Alors il existe dans A une unité
approché bornée séquentielle (f,) formée d'idempotents, et telle que f,.fn = fu pour m,
neN*, n>m.

Démonstration. Soit 1 fixé, n € IN". On sait [15] que si f et ¢ sont deux idem-
potents distincts d"une algebre d Banach commutative alors |[|f — gl > 1:On a
lim,,—, €€, = €,, et pour m assez grand on a :

”emen - en” <1

d’ot1, comme e, — e, est un idempotent, e,e, = e,. On peut construire par récur-
rence une suite (p,,),, m d’entiers strictement croissante telle que

€m€p, = €p,

pour tout m > p,.1, On pose :
fn = epn
alors (f,) est une suite extraite de la suite (e,), et :

fo=fufo si m2n+1

D’ou le résultat.
n
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Corollaire 3.1 Soit ‘A une algébre de Banach commutative non unitaire. Les deux
conditions suivants sont équivalentes :

i) il existe un homomorphisme injectif continu ¢ de BV, dans A tel que [Ap(BVy)]™ =
A

ii) A possede une unité approchée bornée séquentielle (e,)n>1 formée idempotentes.

Démonstration. ii) = i) En vertu des deux Propositions précédentes on peut
choisir dans A une unité approchée bornée séquentielle (en),; telle quee,e,, = ey,
pourtoutn,me N, etn>m>1

avece, # e, Sin # m.

Définissons alors la suite (f,),>1 comme suit f; = e, et f, = e,.1 — ey
sin>2,o0na:

fofu = (ens1—e)e—m+1—e,) si m2n>1

= €n+1€m+1 — €nlm+1 — €mCn+1 + €4y

sim=mn,ona:

fo-fm = enr1en = f
alors :

fnz :fnr f12 :fl-
Sim>n>1,ona:

fofm =€y —en1—e,+e,-1 =0.
De plus
fu-fi1 = (ens1 — €n)e2 = 26411 — €26, = €262 = 0si n > 1.
Soit
@:BVy > A X =(xp) = @(X) = anfn

nx1

Montrons que ¢ est bien définie. Pour cela considérons la somme partielle
—yP .
Sp =X _Xufu,ona:

ptq P p+q
Sp+q anfn anfn = Z xnfn
n=1 n=1 n=p+1

= Xp+1 (ep+2 - ep+1) +...+ xp+q(ep+q+1 - ep+q)
= —Xp+16p+1 +'€p+2(xp+1 _'xp+2)'+ '-'+'€p+q(xp+q—l _'xp+q)'+ Xp+q€p+q+1
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Donc
ptq P
1Spsg = Spll =Y xufu = Y xufil
n=1 n=1
< Pyl llepanll + llepeall
AXp+1 — xp+2| +...+ ”ep + q”-lxp+q—1 —Xp+ 6]| + |xp+q|-||€p+q+1”
D’ou
p+q+1
1S4 = Sll < sup lleall(yeal + Y Fver = Xl + )
nz1 n=p+1

On voit alors que :
lim ||S,., — S|l = 0.
p,g—0 P+q P”
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CHAPITRE 4

LINEGALITE D’UNE UNITE APPROCHEE BORNEE
DANS UNE ALGEBRE DE BANACH
COMMUTATIVE
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

Une suite (e,), d’éléments d'une algébre de Banach A est dite unité approchée
bornée séquentielle (u.a.b.s) s’il existe une constante M telle que

lle]| < M pour n € N et Vx € A lime,x = limxe, = x.

n—oo n—-oo

On dit que la série Y, u, ou u, € A est normalement convergente si et

+00
seulement si la série (réelle) }. [|u,]| est convergente.
n=0

Pour tout a € R, pour tout x € A tel que |lx|]| < 1, ona (e+x)" = e+
+Zo‘o a(a—l)...(a—n+1)xn.

n!
n=1
Dans une algeébre de Banach un élément idempotent est un élément x tel que
x* = x. Il est dit non trivial si x est non nul et s'il est différent de e (e désigne
I'élément neutre de l'algebre A).

Dans ce chapitre,nous commengons a construire un idempotents
P(x) € A,

ou

P(x) = (lemme

N

et on montre si A une algebre de Banach commutative possédant une unité
approché borné squentielle (e,), telle que

.2
3V3

Alors A est une unité approché borné squentielle formés d’idempotents pour A
(théoremed.Tet le lemme[4.2). Si A ne possede aucun idempotent non nul, alors

e — en” > ﬁ (Corollaire

La section 3 de ce chapitre est consacré essentiellement a 1’'étude des semi
-groupes continu et borné a lorigine dans une algebre de Banach commutative.
En particulier on vérifie les résultats suivants, on pose :

lleal <1 et liminf|le} —e,
n—+o0o

lim inf

n—+o0

A

[Sp (TE)al et T={x €A / x=lim T@)x |,
sup ||(T(t))e_5txH pour tout x € I, & = Log(1 + p((T(t))).
t>0

p(x)
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

Ou p(T(t)) le rayon spectral au semi-groupe (I(t)),.,

q(x) = sup {p(xy) / p(y)} pour x € A

y#0,y€el

et
H={xeA/q(x) =0},

'algebre Ay = A/H, et q(x) = inhflq(x +1y) ou’ x € %, g est une norme. On note 4,
S
la completion de (Ag, q), et i: Ay — Ay I'ingection canonique.

L’application 0:A4 5 A, £, Ay est continue.
Comme
, pour te€R"™,

q(T()) < |e**

on voit que O((T(t)) est bornée a 'origine.
Comme

Ay =0(A), Ay =[SpO(T()o] et g(O(T(t)x — x) =, 0.

Alors (0(T(t,)), »oest une unité approché borné squentielle pours A, avec
toute suite (f,) qui converge vers 0.

On donne aussi comme exemple d’algebre de Banach commutative, un
semi-groupe (T(#)):o continu et borné a lorigine, ou’

2
limsup ||T(3t) — T(t)|| < ——= si et seulement si A est unitaire,
t—=0* 3 \/5

et dans ce cas 1'unité e de A vérifie :

e= tlirg}T(t) etlim sup |[T'(3t) — T(#)|| = 0.

t—=0*

4.2 Inégalité %5 |2° = x| < 1

Lemme 4.1 Soit A une algebre de Banach commutative, et soit x € A tel que

ﬁx <1 et 3v§x3—3v§x <1
2 2 2
on pose :
P(x)—£+£ X - — e+@1/2 e+3\/§x3—3\/§x_1/2
202 \3 2 2 2
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

Alors on a : P(x) est un idempotents dans A ,c’est -a- dire

P(x) € A, P*(x) = P(x)

et
1/2

1/1—

IP@II< 5+ 3 [nxn +— >

Heaxf 33

i

Démonstration. Puisque x € A avec

< 22 et o0 - < Z
on a 12
V3 o 1/2(1/2-1)..1/2-n+1), V3
(e + Tx) = HZ:; i (TX)
Si
() = 1/2(1/2 - 1).1;!(1/2 —n+ D(?x)”,
alors %
1/2(1/2-1)..(1/2-n) n+
un+l(x) (1’1+1)' ( 2 ) l
nous avons
Unp1(X)| 1/2-n) x/_
noeo | Uy(x) | noe| (m+1)

alors d’apré le critere de D’ Alembert , la série

i’i‘ 1/2(1/2 =1)...(1/2 = n + 1)(£x)”
o n! 2
est absolument convergente car la contrainte ng“ < 1;donc (e + %x)l/zest bien
définie.
La méme chose pour la série

-1/2 400
(e + 3 ;/gx3 3 ‘/gx) = Z V()

2
n=0

tel que
~1/2(-1/2 = 1)..(-1/2 —n + 1)(3 \/§x3 3 ‘/gx)”
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

est absolument convergente car

3v3 5, 313 3v3 5 3v3 \
2x—2x<1ete+ x° — X

2 2

est bien définie.
Si A est unitaire, on a

P(x) € A.
Sinon on a
At = AUy, avec kery, = A.
Comme
1/2 -1/2
e 3 e V3x 33 3v3
P = — - - — e 3 _
X,(PCO) xg(z O e 1| B = = ]
B L ] N | R B PRV PR
~hl2) T V3 2 2 2
et comme )
e 3\/§x3—3\/§x—3 x—— e+—\/§x
2 2 7 V3 2 |
alors
XO(P(X)) =0
c’est -a-dire
P(x) € A.

Donc P(x) est bien définie dans A
1/2 -1/2
Pz(x)=£+£x—i e+@ e+3\/§x3—3\/§x
4 \3 2 2 2

2
. _ 2
Vac|?[ 3v3, 33|
€+T e+ > X — > X

avec

_ ~42 _
B —e+£x e+3\/§x3—3\/§x "
2 - 2 2 2
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

et comme
3V 3Bl e T,
2 © T2 T 3 2
alors
V[, oy Yo, 2,
2 V3 2 2 2
3 e[, ][, 335 3V3 ] _e
B Y N R I B
donc
P*(x) = P(x)
et
1/2 +00 n
(e + §x) <1+ Z 1/2(1/2 - 1)'1;'(1/2 —nE 1)(—1)"—1 ?x (4.1)
n=1 :
&S 1202-1)..12-n+1)( ||V3 )\
-1 g )
1/2
e
1/2
=2—(1—‘§x) <2
donc
-1/2
(e+3;/§x3—3;/§x) (4.2)

+00

<14 Z ~1/2(=1/2 = 1).(=1/2 = n + 1)

n.]

X)

)1/2

:

3v3 , 3V3
(S

-1/2

= ll — “(3;/§x3 — 3;/gx)

_ 3V3 5 3V3
—1/(1—H > x> — > X
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

et alors

4172 -1/2
PG| = V3x [e + %@3 _ ?L@x]

ol

ﬁlx_il Vx|

<1+
2 2

s%+ V3(llxll + 1/ V3)

2 | 2
—e+ 3\/§x3— 3\/gx -
2 2

) e+

( ;3 »H(H 3V3 3;@)‘”

d’aprés @.I) et @2) ona

PG < (Ill + 1/ V3) x 2

Nlr—\
N
|&

Théoreme 4.1 Soit A une algebre de Banach commutative possédant une unité appro-
chée bornée séquentielle (e,), telle que

2
ien < Apourtoutn,et0 <A < ——.
33
Alors; (P(e,)) est une unité approchée bornée séquentielle de A.
Démonstration.
n) — 2 2 n \/— 2 n 2 n
D’aprés le lemme
1 1
1P| < 5 + V3(]le 3)x —————= =M
l 2 313 1)/
1-38))
D’ou la suite (P(e,)), est bornee.
On pose
n n \/51
1/2
t, = [e + gen] ,



4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

et

=[e+ vn]_l/2

avec
L _3V3, 3V3
n = 5 n o
Soit

P <1, y—&/\ dou” yv, — y0=0.

n—+00

lswy = il = lte + 212 y -
i‘;‘ -1/2(-1/2-1)..(-1/2-p+1) ,
, Y~y
p=0 P
i ~1/2(=1/2=1)..(-1/2 - p + 1)vp
p! I
~1/2(-1/2 = 1)..(-1/2 = p + 1) "
p! oY
~1/2(-1/2=1)..(-1/2=p +1)
p!

p=1

+00

2|

p=1
n A P
< M |-1/2(=1/2 = 1)..(~1/2 = p + 1) %.
p=1

Donc

siy—y)| =0 (4.3)

lim

n—-oo

1/2

V3

1+ —

-1+ —
2

e+ —e
! 2

2

V3 1/2 \3 1/2
thy — y y

1/2(1/2 -1)...(1/2 - 1
_Z /2(1/ ) (/ p+1) \/_)pHepy y”

On a

V3 If
o, ||—e
271

7

<1

le/Z(l/Z 1). (1/2 p+1)|
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

et comme
lim ||efy - y” =0 pour tout p,

n—+oo

on obtient "
1+ ﬁ
2

my_[l_i%]y:&a_i%)y-{y—i% y = [eay vl

On a
lim [e,y —y] =0,
alors
1
lim ||r,y - [1 - —|y|| =0 (4.5)
= ( vﬁyH

r., t, et s, sont bornées, et on a

1/2

Tl ] sl

1/2

2 V3 2 2
1/2
1 4+23
1A
1 1+ V3
306157
1(\/5—1)(\/54-1)_1)(%_1
B 2 272 2
et
P,y - |
B ) PR | FORVET o ORI AV 0
RV TRl T 2 7T 4] YT
|l v3 yl|_ V3 y
‘H?T““%y‘z ST
—ﬁrts —1—L 1+£1/2
- 2 nnny \/g 2 y’
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4.2. INEGALITE 28 ||x° - x| <1

donc

1/2
”P(en)y—y” < ? T tuSnY =Tty Y + 1y tny—ll—LH1+£] y

V3 2

s 21

V3
Ty EnSulY — Ty £y y” + 7

V3
< Il Il

PRE
2

suy = Y
S R

14+ —
1/2

2
1+73] ray|| +

1/2

1/2

1/2
3
+7 Tutn Y — 1+§] rnlY +

\3
2

V3
SnlY — y”+— Tnby Y —

[1__

ey — || + i 7]

e

<

lI7all 1124l

V3
2

1/2 3
1+ —
2

1+— y

tyy — ll+?]
2

‘ \/§

lim [[Pee, )y - | =

1/2
<

\/_
— " t
o rall flE

y

1/2
1+ —
2

Donc (P(e,)) est une unité approché borné squentielle de A. m

Remarque 4.1 Soit A une algebre de Banach commutative possédant une unité appro-
ché borné squentielle (e,), telle que

2
<_

3v3

Alors A est une unité approché borné squentielle formés d’idempotents.

lle,

<
Apourtoutn,avec0 < A < 2= Alors d’aprésle théoremefd.lona: lim |Pe,)y - || =

0 pour tout y € Aset (P(e,)), est une unité approché borné squentielle formés
d’idempotents de A, voire [4]. m
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4.3. SEMI-GROUPE DANS UNE ALGEBRE DE BANACH COMMUTATIVE

Corollaire 4.1 Soit A une algebre de Banach commutative possédant une unité appro-
ché borné squentielle (e,), telle que

lleall < 1.

Si A ne possede aucun idempotent non nul, alors lim inf ||e — ey

n—+oo

> 2
_3\/5.

Démonstration. im in 33/5 on peut former
1/2 -1/2
3 3 3V3 3V3
Ples) = 5+ \é—[ - %] le + 7‘6] [e + T\/_ef - T\/—en de Aet P*(e,) = P(ey).
n

4.3 Semi-groupe dans une algébre de Banach com-
mutative

Lemme 4.2 Soit (T(t)),. un semi-groupe continu et borné a lorigine dans une algebre
de Banach commutative, et soit A la sous-algebre ferméer engendée par (T(t)),., c’est-
a-dire A = [Sp (T(£));s0] - Alors x = tli%}T(t)x pour tout x € A, et (T(t,))s,~o0est une

unité approché borné squentielle de A pour toute suite (t,) de réels posotifs qui converge
vers 0.

Démonstration. puisque l'application t — T(t) est continue ,ona T(t+s) — T(s)
pour tout s € ]R+*

D’ou’ T(t Z BiT( Z BiT( T(sl) =2, Z BiT(si) pour {s; , 1 <i<n} C R* et
pieC,1<i < n
comme (T'(t)),,oun semi-groupe continu etborné a lorigine, alors sup [|T(#)l| <
te]0,1[

+00, donc pour toutx € A, x = tliIg}T(t)x. D’ou’ le résultat.

pour la suite , on suppose que le semi-groupe (T(t)),, , est seulement continu.
on désigne par p(T(t)) le rayon spectral de(T(t)),. -

Jim T = p(T(1). Donc {2 —
501t
I:{xeA / xztli%}(T(t))x}

Alors I est un idéal de A.
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4.3. SEMI-GROUPE DANS UNE ALGEBRE DE BANACH COMMUTATIVE

On pose

p(x) = sup||(T(t)) e*'x|| pour toutx € I, &= Log(l+ p((T(t)))).
t>0

Donc p est une norme sur .
Ona,pourxel etyeA:

p(x) = sup [T(e x| = lim [(T®) e = Il
t>

et

p(xy) < p) ||y

7

pour s € R},

p(T(s)x) = sup (7)) e T(s)x|| = sup |7 (T (¢ + 5)) x| . [e**
> t>
< |e*| sup ||e_‘5(t+s) (T(t + s))x” = |655|p(x),
s+t>0

pour x € A, on pose

q(x) = sup {p(xy) / p(y)}

y#0,y€l
et
q(x) = sup {p(y)lIxll / p(y)} < lIxl,
y#0,yel
q((T(s))) = sglpl{p((T(S)) y) [ p(y)} < ||, s e R™
y#0,y€

g est une semi-norme sur A. Pour tout x, y € A, on pose
H={xeA/qg(x)=0}.

Alors H est unidéal de A. On pose l'algébre Ay = A/H , et on note 7 la surjection
canonique de A sur Ay. Pour tout x € Ay, on pose

g(x) = infg(x + y) ou’ x € «x.
yeH
Alors g est une norme sur 1'algebre Ay = A/H et que g(x) = g(x) pour toutx € A.

Donc (Ao, q) est une 1’algebre normée commutative.
On note Ay la completion de (Ao, g), et i: Ay — Ay l'ingection canonique.

L’application 0: A 5 Ap 5 A est continue.
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4.3. SEMI-GROUPE DANS UNE ALGEBRE DE BANACH COMMUTATIVE

comme
q((T(1))) < |

on voit que O((T(t)) est bornée a I'origine. Comme

,pour te€R™,

Ay =0(A), Ay =[Sp(O(T()o] et g(O(T(t)x — x) =2, 0.

Donc (6(T(t,)), - est une unité approché borné squentielle pours A, avec
toute suite (f,) qui converge vers 0. m

Exemple 8 Soit(T(t)):o un semi-groupe continu et borné a lorigine dans une algebre de
Banach commutative, et soit A la sous-algebre ferméer engendée par (T(t));.o ¢'est-a-dire
= [Sp(T(t))i=0] - Alorsona :

2
lim sup ||T(3t) — T(t)|| < ——= si et seulement si A est unitaire,
3V3

t—0*

et dans ce cas I'unité e de A vérifie :

e= hmT(t) et limsup ||[T(3t) = T(t)|| =

t—0*

Démonstration. Supposons que le semi-groupe (T(t)):-o est continu et borné a
lorigine. Si

2
IT(3t) — T(t)|]| < ——= pour tout t € |0, to[,
3v3 " ’

on définit ’application

he0k[ — A
t - h(t)=P(T(t))
par
1/2
P(T(#) = % ? [T(t) - % e+ gw)] [ + ﬂT(3t) - iT(t)

comme l'application t — T(t) est continue , alors & est continue.
D’aprés le lemme[4.1]:

P(T(t)) € A, PX(T(t)) = P(T(t))
Si P(T(t)) # P(T(t')), comme P(T(t)) et P(I(t')) sont deux idempotents del’algebre

comutative A, il résulte de la théorie de Gelfand quel’'ona |[P(T(t)) — P(T(t'))|| > 1
voir [10] donc dans un voisinage de t on a P(T(t)) = P(T(t')). Alors la fonction h
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est localement constante et comme elle est continue, elle est constante. Donc il
est un élément g € A tel que

g = P(T(t)) pour tout t € 10, o[

le théoreme[4.T|et le lemme[4.1] P(T(t,)) est une unité approché borné squen-
tielle formés d’idempotents de A, pour toute suite (t,) de réels positifs telle que
t, — 0.

n—+oo

Soit f un élément quelconque de A , alors on a P(T(t)) f = g.f pourt € ]0, t,[ .
Donc

fg. =g fpourtout feA

D’ou’” A est unitaire.
Supposons que le semi-groupe (T (f))-o n’est pas borné a l'origine.
Considérons 1’algebre de Banach (A, q) définie au (lemme ,

lim sup § (O(T(3t) - OT() = lim sup 4 (T(3t) - T(1) < lim sup |IT(3E) = T

Si
2
limsup ||[T(3t) = T(t)|| < —,
t—0* p 3 \/§
alors )
lim sup g (6(T(3t) — OT(t)) < —,
[ sup g 33

et comme Ag = [Sp (O(T(t)),.0], Ao est unitaire, et O(T(t) € ou est I'unité de
Ao. |
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4.4 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré une algébre A, un élément x de A tel
que
2 2
x| < —et ||xX® - x| < —,
e L
et on montre qu’elle admet un idempotent p(x) non nul, et en applique le résultat
aux semi-group.

Nous nous intéressons a 1'étude de certaines inégalités dans une algebre
de Banach commutative possédant une unité approchée borné séquentielle qui
ne posséde aucun idempotent non nul. Nous avons prouvé dans le quatrieme
chapitre de cette these et d’apres l'article scientifique référé sous [2], tel que
si A est une algebre commutative de Banach contenant unité approché borné
séquentielle (e,), telle que:

lleall < 1 et iminf|je3 — e,|| <
n

2

\/gl
Donc A possede une unité approchée borné séquentielle ne possede aucun
idempotent non nul. Les différentes propriétés liées a ce type d’inégalités ont été
étudiées comme application. Nous donnons I'exemple suivant, une sous algebre
fermée qui est construite par un semigroupe continu (T (t)),., et bornée au point
d’origine comme le montre la section 3 de ce chapitre. En plus des premiers et
deuxiemes chapitres que l'introduction, le troisieme chapitre se concentre sur
I'étude des Algebres de Banach, commutatives qui a une unité approché borné,
soutenue par quelques exemples illustratifs.

Apres la réalisation de ce travail, comme perspective de recherche, il serait
intéressant de réaliser les objectifs suivants :

1. Amélioration de résultats d’Esterle-Mokhtari : Soit K un sous-corps de KR,
soit n > 1 un entier, et soit (T(f));cx; un semigroupe non identiquement
nul dans une algébre de Banach, K, désignant 1’ensemble des éléments
strictement positifs de K. Esterle et Mokhtari ont montré dans [12] que si

1

t—0* n

lim sup [|T(t) — T((n + 1)1)|| < (n+ 1)

alors la sous-algebre fermée A engendrée par le semigroupe possede une
unité | telle que
lim [IT(¢) - JIl = 0,
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4.4. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

de sorte qu'il existe u € A tel que T(t) = ¢ pour t € K’ (on notera que ce
résultat ne nécessite aucune propriété de continuité pour le semigroupe
considéré).
On essayer de démontrer que ce résultat reste valable en remplagant la
condition

hrtrl)?)l.lp IT(t) —T(n+ 1)t < . 1)1+%

par la condition plus faible, il existe ¢ > 0 tel que

pour tout t € KNJ0, ¢], autrement dit, en affaiblissant les conditions de
continuité pour le semigroupe prés de l'origine.

. Explicitation des idempotents associés aux semigroupes fortement conti-
nus ne vérifiant pas le condition ||T(¢) — T(s)|| > % pres de l'origine.

. Considérer d’autres problémes concerné le comportement a 1’origine de la
distance entre éléments d"un semi groupe et inégalités dans un Algebre de
Banach.
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