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Résumé :

Dans cette étude, nous avons examiné la résolution numérique de I'équation de la chaleur
en régime instationnaire a lI'aide de la méthode des différences finies. Nous avons opté pour une
configuration particuliére : un cylindre vertical solide soumis & un flux de chaleur périodique le
long de sa paroi. Nous avons réussi a déterminer les champs de température ainsi que les lignes

isothermes correspondantes.

Abstract:

In this study, we examined the numerical solution of the unsteady heat equation
using the finite difference method. We chose a specific configuration: a solid vertical cylinder
subjected to periodic heat flux along its wall. We successfully determined the temperature fields

as well as the corresponding isotherms.
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NOTATIONS UTILISEES :

SIGNIFICATION

Chaleur spécifique

Coefficient d’échange par convection

Flux thermique

Abscisses spéciales

Température

Température ambiante

Abscisse temporel

diffusivité thermique

Conductivité thermique

Masse volumique

Densité de flux

UNITE

J/ (kg °c)

w/ (M2 °c)

m / s2

w/ (m °c)

kg/m3

w/m?2



grad

OPERATIONS ARITHMETIQUE :

Laplacien

dérivée totale

dérivée partielle

Gradient
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction genrale :

D'aprés le second principe de la thermodynamique, toute transformation énergétique
entraine systématiquement une dégradation de I'énergie. La chaleur, forme d'énergie la plus

désordonnée, est omniprésente dans les processus naturels et industriels.

Le transfert d'énergie résultant d'une disparité de température entre deux corps est défini
comme un transfert de chaleur. Ce processus peut s'effectuer selon trois modes distincts : la

conduction, la convection et le rayonnement, chacun obéissant a des lois spécifiques.

Bien que la conduction et le rayonnement soient les modes primaires de transmission de

la chaleur, la convection combine la conduction avec le mouvement de matiére.

Notre analyse se concentre sur la conduction, qui implique le transfert de chaleur induit
par des différences de température a l'intérieur d'un méme milieu (solide, liquide ou gazeux), ou
entre deux milieux reliés physiquement. Ce mécanisme est le seul responsable du transfert de

chaleur dans un solide homogene, opaque et dense.

Ainsi, I'étude de la conduction thermique vise principalement a comprendre la répartition

de la chaleur dans les corps.

Une fois la distribution de la température (T(r,t)) établie a l'intérieur d'un corps en
fonction de la position et du temps, le flux de chaleur a travers le corps peut étre calculé en

utilisant des lois reliant ce flux au gradient de température.

Dans ce travail, nous explorerons minutieusement la loi fondamentale qui lie le flux de
chaleur au gradient de température. Notre exposé débutera par un apercu de la conduction
thermique dans un milieu homogéne, en mettant I'accent sur I'étude d'un cas particulier : celui

d'un cylindre vertical.
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Nous commencerons par introduire brievement I'équation de conduction, ainsi que les
méthodes A.D.l. et des différences finies. Ensuite, nous approfondirons le développement de
I'équation régissant ce phénomene thermique.

La troisieme partie se concentrera sur les méthodes de résolution numérique utilisées pour

résoudre cette équation. Enfin, la quatrieme et derniere partie sera consacrée a l'analyse et a
I'interprétation des résultats obtenus.
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Introduction :

Le transfert de chaleur est un phénomene fondamental omniprésent dans notre univers,
jouant un role crucial dans de nombreux processus naturels et technologiques. Il se référe a la
transmission d'énergie thermique d'une région a une autre, généeralement due a une différence de
température. Parmi les mécanismes de transfert de chaleur, la conduction est l'un des plus

fondamentaux et des plus étudiés.

La conduction thermique se produit a travers la vibration des particules d'un matériau.
Lorsqu'une région d'un matériau est chauffée, les particules de cette région gagnent en énergie
cinétique, ce qui les fait vibrer plus rapidement. Ces vibrations se propagent ensuite aux
particules voisines, transférant ainsi I'énergie thermique a travers le matériau. Ce processus se
poursuit jusqu'a ce qu'un équilibre thermique soit atteint, ou toutes les régions du matériau ont

une température uniforme.

La conduction est un processus essentiel dans de nombreux contextes, de la cuisson des
aliments a la dissipation de la chaleur dans les composants électroniques. Comprendre les
mécanismes de la conduction thermique est crucial pour concevoir des matériaux et des systemes
efficaces du point de vue énergétique, ainsi que pour résoudre divers problemes d'ingénierie liés a
la dissipation de la chaleur.

I.I.TRANSFERT DE CHALEUR :

Le transfert de chaleur est un processus physique fondamental qui décrit le déplacement de
chaleur d'une région a une autre, généralement entre deux systémes ou substances a des
températures différentes. Ce phénoméne omniprésent joue un réle crucial dans de nombreux
aspects de notre vie quotidienne, influencant les climats régionaux, la métallurgie, les
technologies de chauffage et de refroidissement, ainsi que les processus industriels complexes.
En explorant les mecanismes sous-jacents du transfert de chaleur, nous pouvons mieux
comprendre les lois de la thermodynamique et développer des solutions innovantes pour
optimiser I'efficacité énergétique et répondre aux défis contemporains liés au changement
climatique et a la durabilité.

Il existe trois modes principaux de transfert de chaleur :
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Conduction :

Conduction thermique est un mode de transfert de chaleur qui se produit lorsque la chaleur
est transférée a travers un matériau ou entre deux objets en contact direct. Ce processus repose
sur les collisions entre les particules du matériau, telles que les atomes ou les molécules, qui
transmettent I'énergie thermique sans que les particules elles-mémes se déplacent de maniére
significative. En d'autres termes, la chaleur se propage par l'intermédiaire des vibrations des

particules dans la structure cristalline du mateériau.

La capacite d'un matériau a conduire la chaleur est déterminée par sa conductivité
thermique, qui est une propriété intrinséque du matériau et dépend de facteurs tels que sa
composition chimique, sa densité et sa structure cristalline. Par exemple, les métaux sont
généralement de bons conducteurs thermiques en raison de la mobilité élevée des électrons libres
dans leur structure cristalline, tandis que les matériaux isolants comme le bois ou le polystyréne
ont une conductivité thermique plus faible en raison de la présence de nombreuses liaisons

intermoléculaires qui entravent le transfert de chaleur.

La loi de Fourier décrit mathématiquement le flux de chaleur a travers un matériau en
fonction du gradient de température et de la conductivité thermique du matériau. Plus
précisement, elle établit que le flux de chaleur est proportionnel au gradient de température, avec

une constante de proportionnalité égale a la conductivité thermique du materiau.

La conduction thermique est omniprésente dans de nombreux phénomeénes naturels et
applications technologiques, allant du refroidissement des composants électroniques a la
diffusion de la chaleur a travers les parois des batiments. Comprendre les mécanismes de la
conduction thermique est essentiel pour concevoir des matériaux et des systémes thermiques
efficaces, ainsi que pour résoudre des problemes liés a la dissipation de la chaleur et au contréle

des températures dans diverses applications industrielles et environnementales.
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Rayonnement :

Le transfert de chaleur par rayonnement électromagnétique est un phénomene fascinant
et omniprésent dans notre univers. Contrairement a la conduction et a la convection, qui
impliquent respectivement le déplacement de molécules dans un milieu matériel et la
transmission de chaleur a travers un fluide, le rayonnement thermique peut se propager a

travers I'espace vide ou un milieu transparent sans avoir besoin d'un support materiel.

Ce processus repose sur la nature ondulatoire de la lumiere et dautres formes
d'électromagnétisme. Tout objet dont la température est supérieure au zéro absolu émet du
rayonnement électromagnétique. Ce rayonnement est composé de photons, des particules

élémentaires de lumiere, qui transportent de I'énergie thermique.

Un exemple bien connu de transfert de chaleur par rayonnement est le rayonnement
solaire. Le Soleil, grace a sa température extrémement élevée, émet une quantité massive de
rayonnement électromagnétique dans toutes les directions. Ce rayonnement traverse I'espace
vide jusqu'a atteindre la Terre. Une fois sur Terre, une partie de ce rayonnement est absorbee
par la surface terrestre, chauffant ainsi notre planete et alimentant les processus climatiques et

météorologiques.

Un autre exemple courant est celui d'un radiateur électrique. Lorsqu'il est allumé, le fil
chauffant a l'intérieur du radiateur émet du rayonnement thermique. Ce rayonnement est

ensuite absorbé par les objets et les personnes dans la piéce, les réchauffant.

L'importance du rayonnement thermique dans divers domaines est immense. En
astronomie, il est essentiel pour comprendre la composition et I'évolution des étoiles. En
ingénierie, il est utilisé dans la conception de systemes de chauffage et de refroidissement
efficaces. En physique des matériaux, il est crucial pour étudier les propriétés thermiques des

matériaux.
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Convection :

La convection est un mécanisme crucial de transfert de chaleur qui se produit a
travers le déplacement de fluides tels que les liquides ou les gaz. Ce processus est
déclenché par des écarts de température au sein du fluide. Deux formes principales de

convection existent : la convection naturelle et la convection forcée.

La convection naturelle se manifeste lorsque les différences de densité au sein du
fluide, dues a des variations de température, engendrent un mouvement spontané. Par
exemple, lorsqu'une partie d'un liquide ou d'un gaz est chauffée, elle devient moins dense
et tend a monter tandis que la partie plus froide, plus dense, descend. Ce cycle de

circulation crée un mouvement convectif qui transporte la chaleur.

En revanche, la convection forcée intervient lorsque le mouvement du fluide est
induit de maniére externe, généralement par l'intermédiaire d'une pompe ou d'un
ventilateur. Contrairement a la convection naturelle, ou le mouvement découle des
variations de densité dues a la chaleur, la convection forcée permet un contréle plus précis

du transfert de chaleur en manipulant activement le mouvement du fluide.

En somme, que ce soit par la convection naturelle, impulsée par les gradients de
densité thermique, ou par la convection forcée, générée par des dispositifs externes, ce
processus joue un role essentiel dans la dissipation de la chaleur et la régulation des

températures dans de nombreux systémes, qu'ils soient naturels ou artificiels.

Ces trois modes de transfert de chaleur sont omniprésents dans de nombreux
phénomenes physiques et ont des applications dans divers domaines, de la conception des

batiments et des systemes de chauffage a la thermodynamique des processus industriels.
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I.2. CONDUCTION :[1,2]
1.2.1 CONCEPTS FONDAMENTAUX :

A une échelle considérable, on observe une uniformisation des températures. Cependant,
lorsque certaines régions parviennent a maintenir des températures stables grace a la présence de
sources de chaleur ou de puits de chaleur, une diffusion continue de la chaleur se produit des
zones chaudes vers les zones froides environnantes. Cette dynamique de transfert thermique rend

crucial le defi de définir un systéme matériel de maniére précise.

Pour cela, il est essentiel de considérer plusieurs aspects :

Configuration géomeétrique : La forme et la structure du systéme influencent la maniére dont
la chaleur se distribue et se transfére. Les caractéristiques géométriques déterminent les chemins

de conduction thermique et affectent la répartition spatiale de la température.

Propriétés thermophysiques : Les propriétés des matériaux, telles que la conductivité
thermique, la capacité calorifique et la densité, jouent un role central dans le comportement
thermique du systeme. Ces propriétés déterminent la vitesse a laguelle la chaleur peut se propager

a travers le matériau.

Sources potentielles de chaleur : 1l est nécessaire d'identifier toutes les sources de chaleur
internes et externes qui peuvent influencer le systéme. Cela inclut les sources internes, comme les
réactions chimiques ou les dispositifs électroniques, ainsi que les sources externes, comme

I'énergie solaire ou les échanges avec l'air ambiant.

Interactions avec l'environnement externe : Le systéme n'existe pas en isolation, et ses
échanges thermiques avec I'environnement externe, tels que la convection avec l'air environnant
ou le rayonnement thermique, doivent étre pris en compte. Ces interactions peuvent

significativement modifier la distribution de la chaleur au sein du systéme.
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En combinant ces différents éléments, on peut établir une modélisation précise du
comportement thermique du systeme matériel, permettant ainsi de prévoir et de contréler les

variations de température et d'optimiser I'efficacité thermique pour diverses applications.

1.2.1.1 Champs de température :

A chaque point d’un objet, indépendamment de sa composition, il est possible d’attribuer
une température, représentée par une fonction scalaire des coordonnées spatiales du point et du
temps : T(P, t). Cette température peut varier ou rester constante au cours du temps. Si la
température change en fonction du temps, on parle de régime thermique variable. Dans ce cas, la
température & un point donné P & un instant t est influencée par les conditions thermiques

antérieures ainsi que par les éventuelles sources ou puits de chaleur présents dans I'objet.

En revanche, si la température reste constante dans le temps, on parle de régime thermique
permanent. Dans cette situation, pour chaque point P de I'objet, la température ne dépend que de
la position spatiale et reste stable, quelles que soient les fluctuations externes éventuelles. Cela
signifie que le transfert de chaleur a I'intérieur de l'objet s'est équilibré, et il n'y a plus de variation

temporelle de la température.

Ces concepts sont essentiels pour comprendre et analyser les phénomenes de transfert de
chaleur dans divers matériaux et structures, qu'il s'agisse de dispositifs électroniques, de
batiments, de moteurs ou d'autres systémes thermiques.
1.2.1.2Surfaces isothermes :

En métallurgie, une surface isotherme est une surface ou tous les points partagent la
méme température a un moment donné. Ces surfaces sont essentielles pour comprendre et

contréler les processus de traitement thermique des métaux.

Dans un régime thermique variable, les températures a l'intérieur du métal changent au fil
du temps, entrainant le mouvement et la déformation des surfaces isothermes. Par exemple, lors
du chauffage ou du refroidissement d'une piece métallique, les surfaces isothermes se déplacent a
mesure que la chaleur se diffuse a travers le matériau. Ces déplacements peuvent affecter des

propriétés critiques telles que la dureté, la ductilite et la résistance mécanique du métal. La
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gestion précise de ce processus permet d'obtenir des propriétés mécaniques spécifiques par des

traitements thermiques tels que la trempe, la revenu, ou l'annealing.

En revanche, dans un régime thermique permanent, ou la température est maintenue
constante dans le temps, les surfaces isothermes restent fixes. Cela se produit généralement dans
des conditions de traitement thermique ou la température du metal est maintenue constante
pendant une période prolongée, permettant des transformations de phase uniformes et prévisibles.
Par exemple, durant un traitement d'annealing, maintenir une température constante permet aux
grains métalliques de se réarranger de maniére optimale, améliorant ainsi les propriétés

mécaniques globales du métal.

Les surfaces isothermes sont particulierement importantes dans les simulations et les
modélisations des processus de traitement thermique. En utilisant des logiciels spécialises, les
ingénieurs peuvent predire le comportement des surfaces isothermes et ainsi optimiser les cycles
thermiques pour obtenir les propriétés désirées du métal. De plus, la compréhension des
mouvements et des transformations des surfaces isothermes permet de concevoir des processus

plus efficaces et de minimiser les défauts tels que les contraintes résiduelles ou la déformation.

Ainsi, les surfaces isothermes jouent un réle crucial dans le traitement thermique en
métallurgie, permettant de contrler et d'optimiser les propriétés des métaux pour diverses
applications industrielles.

Une surface isotherme. En instant t. satisfait a une fonction f (P, t)=T
Ou:

T: Température commune a tous les points de la surface isotherme

1.2.1.3 Gradients de la température :

Le gradient en un point P de I'espace est représenté par un vecteur dont les trois composantes

cartesiennes sont: OX | QY QZ st (I.1)
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(n)
gr_édT

r

& (gradT),

Fig 1-01-Gradients de la température

On représente ce vecteur par la notation .on a donc :

grz;dT =gf+aT 7+8T K
OX

1.2.1.4 Quantité de chaleur: FLUX THERMIQUE ET DENSITE DE FLUX THERMIQUE.

Prenons en compte une surface S qui est chauffée de maniere uniforme. Soit dQ la
quantité de chaleur échangée entre cette surface et I'environnement pendant un intervalle de

temps dt. On designee par :
e Flux thermique : puissance échangeé par la surface S.

_ dg
¢ = E (1.3)

10
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e Densité de flux thermique la puissance échangée par une surface unité de S

Fig.1-02. Densité de flux thermique
1.2.1.5 Loi de Fourier [4]:

ENONCE:Dans un milieu isotrope, la loi de Fourier décrit une relation linéaire entre la
densité de flux thermique (quantité de chaleur transférée par unité de surface et par unité de
temps) et le gradient de température (variation de la température par unité de distance). En
chaque point du milieu, la densité de flux thermique instantanée est proportionnelle a la
conductivité thermique du matériau et au gradient de température. Cette relation peut étre

exprimée par la formule :

Par convention (@ est le compte positive dans le sens d'économiquement de la chaleur. C a d,

vers les températures décroissantes.

Le vecteur grad est porté par le méme axe, mais de sens contraire 8 ¥, d’ou le signe moins

de la loi de FOURIER (fig.1.1)

11
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Aest la conductivité thermique du matériau (une mesure de la capacité du matériau a conduire
la chaleur),

gridT est le gradient de température (un vecteur indiquant la direction et le taux de

changement de température).
La conductivité thermique A est une propriété matérielle qui indique la facilité avec laquelle la
chaleur peut se propager a travers le matériau. Dans un milieu isotrope, cette conductivité est

uniforme dans toutes les directions.

L’expression — grédT signifie que la chaleur se déplace toujours du point de température

plus élevée vers le point de température plus basse, suivant la direction opposée au gradient de

température. Le signe négatif indique cette direction du flux thermique.

La loi de Fourier est fondamentale en thermodynamique et en transfert de chaleur, car elle
permet de modéliser et de prévoir la distribution de température dans divers matériaux sous
différentes conditions. Elle est utilisée pour analyser les performances thermiques dans des
applications telles que 1’isolation des batiments, le refroidissement des composants électroniques,
le traitement thermique des métaux, et bien d’autres domaines ou la gestion de la chaleur est

cruciale.

1.2.1.6 Equation de la conduction de la chaleur :

Imaginons un petit parallélépipéde a l'intérieur d'un milieu homogéne, avec des dimensions
dx, dy, et dz (voir Fig. 1). Supposons que ce parallélépipede élémentaire soit uniquement soumis
au processus de conduction thermique, c'est-a-dire qu'il n‘absorbe ni ne libére de chaleur par
convection ou rayonnement, et qu'il ne soit pas le site d'une réaction chimique endothermique ou

exothermique.

Avec ces hypothéses fondamentales en place, examinons maintenant le bilan thermique de

cet élément de volume dxdydz.
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Les cotes latéraux du parallélépipede z qz + dz qy +dy
ont geénéralement des températures TLy, T /
différentes. Ainsi, nous pouvons X |
exprimer la différence entre la T
quantité totale de chaleur entrant et ax > ¢ 14z
sortant du parallélépipéde comme Iqx +ox
etant utilisée pour chauffer la masse A p
de matiere de I'élément considéré. / T ix P dy
ay
qz

Fig.1-03. Parallélépipéde d’étude

A travers la face dy, dz , ou la température est T , il est rentré pendant le temps dt la quantité de
chaleur :

oT
dq, = -4 —dy.dz.dt
o Ay IZT (1.7)

De l'autre coté du parallélépipéde, a une distance dx de la face précédente, la température

a pour valeur (T +Z—de ) est telle que la quantité de chaleur sortant pendant le temps dt par
X

cette face est égale a :

2
A, =~ T+ cb)dydzdt =2 (5 -+ codydzd ... 09
X
La quantite de chaleur restée dans le parallélépipéde est donc :
o°T
qu = dqx o dqx+dx = ﬂ’deddedt ...................................................... (1.9)
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En procédant de maniére tout a fait similaire, on déterminerait que la quantité de chaleur acquise

finalement par le parallélépipede en raison des flux de chaleur a travers les faces dx dz est donnée
par :

o°T
qu = dqy B dqy+dy = ﬂ‘ﬁdXddedt ........................................ (1.10)

2

Et de méme pour les face dx dy :

o°T
dqc = dqz o dqz+dz = ﬂ'a—dXddedt .............................................. (1.12)

Z2

En définitive, la quantité de chaleur gagnée au total par le Parallélépipéde est égale a :

0T 0T o7
dq = Z|: aXZ + ayZ + 822 :|dXddedt ................................................. (|12)

Notons que cette quantité de chaleur a été utilisée pour augmenter de dT la température
de I'élément.

Désignons par p.La densité de la substance et par cpsa chaleur massique. Le poids du
parallélépipede élémentaire considéré est 0.CP.dX.dY.dZ. et I’on peut écrire :

dg = ocp.aXdy.dz.dT (1.13)

Mais dt désignant I’échauffement de 1’élément de volume pendant le temps dt, ona:

oT
dT = —dt
LS (1.14)
d’ou:
dq = p.cp.dx.dy.dzg—-[dt ...................................................................... 115
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En égalant les équations (1.12) et (1.15) , nous obtenons :

) {6ZT T GZT}_éT

+ + T e e 1.16
pepl ox? oy* ozt | ot (1.16)
Equation qui peut s’écrire sous la forme :
or
AT = e, 1.17
p (1.17)

Désignons par AT le laplacien de T, qui est égal a :
o’T o°*T o°T
> T > T 2
OX oy oz
A
JaXe

a : porte le nom de diffusivité thermique .

etenposant: &

Si a l'intérieur du volume élémentaire se situe une source d'énergie fournissant q unités de chaleur

par unité de volume et par unité de temps, nous devrons substituer le second terme de I'équation

(1.12) par : (AT +q)dx.dy.dz.dt de sorte que la relation ( 1.17 ) deviendra :

Cette équation représente de maniére générale la diffusion de la chaleur, et a partir de 1a, nous

pouvons facilement déduire les cas particuliers qui se présentent fréqguemment.

15
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v Milieu avec source interne, en régime permanent.

AT +% = 0 (Equation de POISSON). ... ovovoe oo (1.19)

v Milieu sans source interne, en régime permanent.

AT =0 (Equation de LAPLACE) .............oiiiiiiiiieeiieeeeei, (1.20)

v Milieu sans source interne, en régime variable.

a1l

AT = 8t (Equation de 12 ChalBUI). .......c..uee e (1.22)

1.2 METHODE DE A .D. 1[9] : ( méthode des Directions Implicites Alternées )

La méthode A.D.I ou D.LLA est une approche relativement récente, tirant son intérét de la
simplification qu'elle apporte au systéme.

Cette technique implique de traiter de maniére implicite seulement une partie du deuxieme terme
discrétisé (selon l'une des deux directions r ou z) pour un pas de temps donné, en alternant le

choix de cette direction a chaque itération temporelle.

Ainssi les équations de la chaleur et de la forme :

a

=P (T Ti g s T )+ P o (T T Tog) (1.22)
suiva\rflt r suwaart z
deviennent:

e Auxtemps t+1 : (implicite suivantr)

16
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T- _t+1 —T- .t
% = P(T i T TN ) + P (T Tl Th) (1.23)
suivant  r
e Auxtemps t+2 : ( implicite suivant x )
% — |31(Tt+1i,j—1 ;Tt+1i,j+1 ;Tt+li,j) + PZ(THZi—l,j ;Tt+2i+1,j ;Tt+2i,j) (1.2
e Y1

suivant z

On se ramene donc bien a un systéeme de MxN équations ,a MxN inconnues:
t+1

. LesTi,J dans la résolution implicite suivant r

t+2 < . . .- .
o Les T; ;" dans la résolution implicite suivant x .

avec seulement 3 inconnues par équation :
t+1 . t+l . Lt+l
T, T T dansle 17 cas

t+2 T2 T t42 .
T 7% T i T 750 dans le 2™ cas

La méthode reste stable sans aucun probléme tant que le pas de temps At reste constant pendant

toute la résolution, indépendamment des valeurs de Ar et Ax.

17
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De plus, on démontre qu'elle est du second ordre en Ar, Ax et At, limitant ainsi les erreurs

de troncature.

1.3 METHODE DES DIFFERENCE FINIS:[4, 5,6]
1.3.1. GENERALITES :

Dans le domaine du transfert de chaleur, la méthode des différences finies est largement
utilisée pour résoudre efficacement les nombreuses difficultés formulées a travers des équations
aux dérivées partielles (EDP). Cette approche repose sur l'estimation des dérivées spatiales en
chaque point de I'espace en utilisant les valeurs de la fonction sur les points adjacents, basées sur
le développement de Taylor. La précision de cette méthode est étroitement liée au nombre de
points considérés pour approximer une dérivée donnée, ainsi qu'a la densité du maillage utiliseé.
En général, un maillage regulier et structuré est préféré pour garantir des résultats précis et

stables.

Pour résoudre numériquement des problemes de transfert de chaleur via la méthode des
différences finies en utilisant Fortran, plusieurs ressources sont disponibles. Le livre "Numerical
Heat Transfer and Fluid Flow" de Suhas V. Patankar est une référence solide pour comprendre
les fondements du transfert de chaleur et de la mécanique des fluides, ainsi que pour appréhender
les algorithmes et les approches théoriques pouvant étre implémentés en Fortran. De méme, "
Finite Difference Methods for Ordinary and Partial Differential Equations” de Randall J. Le
Veque explore en profondeur les méthodes des différences finies pour résoudre diverses
équations aux dérivées partielles, fournissant des concepts et des techniques numériques
directement applicables a des programmes Fortran. En outre, "Numerical Methods in Engineering
with Fortran" de William E. Schiesser et Graham W. Griffiths se concentre spécifiquement sur
l'utilisation de Fortran pour résoudre numériquement des problémes d'ingénierie, y compris les
differences finies. Enfin, des articles de revues spécialisées telles que "International Journal of
Heat and Mass Transfer" et "Numerical Heat Transfer" peuvent également fournir des exemples
d'applications de la méthode des différences finies avec Fortran dans des contextes spécifiques de
transfert de chaleur. En consultant ces ressources, les ingénieurs et les chercheurs peuvent

acqueérir une compréhension approfondie des principes théoriques et des meilleures pratiques
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pour l'utilisation de Fortran dans la résolution numérique de problémes de transfert de chaleur via
la méthode des différences finies.

1.3.2.REPRESENTATION DES DERIVEES PAR LES DIFFERENCES FINIS :

La méthode des différences finies, largement reconnue pour sa simplicité d'application,
est couramment utilisée dans la résolution de divers problemes en physique mathématique. Cette
technique nécessite des calculs sur une grille composée d'un double réseau de lignes paralleles

aux axes, agencees de maniere uniforme.

A

Y

v

Fig (1.04)

L’intersection de deux droits du maillage définit un neoud de coordonnées ( XM , YM ),
si les paralléles a I’axe O y sont espacées de A X =h et les parallele a I’axe O X de Ay=K,

le neoud a comme coordonné : XM =ih, YM =j K ou d’une manicre condensée 1i,j. .

Ainsi, lafonctionZ=2Z ( X, y) prend au point M(XM , YM) lavaleur Z (ih ,j Kou
bien Z ije

A partir de la formule de Taylor, on détermine des schémas de calcul qui permettent d'approximer les
dériveées :

2 3

f(x+h) = f(x)+hf’(x)+% f”(x)+%f’"(x)+ .............
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et:

2

f(x—h) = f(x)—hf’(x)+h?f”(x)—%gf’”(x)+ .............

En effectuent la somme on obtient

f(x+h)+ f(x—h)=2f"(x)+h2f"(x)+0(h*) ... SRR (1.25)

ol 0(h4) signifié la partie principale de reste en h*.

D’ou : f”(X)z%[f(X+h)—2f(X)+ FOx+)] (1.26)

2
avec une erreur de I’ordre de h”.

En soustrayant on obtient

f'(><)=2—1h[f(x+h)— FOC=IT (1.27)

2
avec une erreur de I’ordre h

On introduise souvent des approximations avec des erreures de 1’ordre h :

1
f'(x) = E[f (x+h) — f(X)] >différence en avant

, 1
f'(x) = H[f (x) = T (x—h)] différence en arriere

20
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En se penchant sur le probleme des équations aux dérivées partielles et en adoptant une notation

différente, on obtient :

" /4 1

2"(X s Ym) = (Z3)i; = F[Z(iﬂ),j =22+ 2] (1.28)
! ! l

(X Yu) =(2)i; = %[Z(nl),j ~Ziy ] (1.29)

Ces schémas constituent les outils fondamentaux de la méthode des différences finies,
qui sera ensuite appliquée a I'équation de la chaleur.

1.3-3 FORMULATION MATHEMATIQUE [3]
I-3-3-1 EQUATION DE BASE

En pratique, une multitude de scénarios impliquant des flux de fluides, de chaleur, de
masse, de quantit¢ de mouvement, d'énergie, de composition chimique, et bien d'autres
phénomenes peuvent étre décrits a travers des équations différentielles. L'avantage majeur de
cette approche numérique réside dans le fait que ces divers principes physiques peuvent étre
unifiés sous une forme commune lorsqu'ils sont exprimés mathématiquement. Cette unification
simplifie considérablement I'analyse et la résolution des problémes, offrant ainsi une
méthodologie plus cohérente et efficace pour explorer une large gamme de phénomenes

physiques et chimiques.

Si ¢ est la variable dépendante, I'équation différentielle générale correspondante, pour un milieu

continue indéformable, prend la forme:

9 opy= 2 r?
at(p¢)_axi (Faxi)+s

1) (2) 3)

Avec :
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(1) : terme instationnaire
(2) : terme de diffusion
(3) : terme source

Oul’ est le coefficient de diffusion, et s le terme source I'et's sont spécifique a la définition

particuliere de ¢,
1-3-3-2. CONDITIONS AUX LIMITES :

Elles sont en géneéral de deux sortes :

1. des conditions ou I'on connue la valeur de # ala palois
2. des conditions de contact avec une palois, dans ce cas on connait soit la valeur du flux a

cette limite soit une relation faisant intervenir la diffusion de ce flux
1.4 La Méthode de Gauss-Seidel:[9,10]

La méthode de Gauss-Seidel est une technique itérative utilisée pour résoudre des
systemes d'équations linéaires, souvent rencontrée en analyse numeérique et en résolution de

problémes d'ingénierie. Elle est particulierement efficace pour les systéemes de grande taille.

L'idée fondamentale de la méthode de Gauss-Seidel est d'itérer a travers chaque équation
du systeme et de résoudre chaque équation pour une inconnue a la fois, en utilisant les valeurs
courantes (ou les valeurs mises a jour au cours de l'itération actuelle) des autres inconnues. Cette
approche permet une convergence progressive vers la solution du systéme.

Voici les étapes génerales de la méthode de Gauss-Seidel :

Initialisation : Commencez par une estimation initiale des inconnues du systeme.

Itération : Répétez les étapes suivantes jusqu'a ce qu'une condition de convergence soit satisfaite
e Parcourez chaque équation du systeme.
e Pour chaque équation, utilisez les valeurs actuelles (ou les valeurs mises a jour) des autres

inconnues pour résoudre I'équation pour I'inconnue en cours.

e Mettez a jour la valeur de cette inconnue avec la nouvelle valeur calculée.
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Condition de convergence : La méthode converge lorsque les changements dans les valeurs des
inconnues deviennent suffisamment petits, c'est-a-dire lorsque la différence entre les valeurs

actuelles et précédentes est inférieure a une certaine tolérance predefinie.

Solution : Une fois que la condition de convergence est atteinte, les valeurs des inconnues sont

considérées comme la solution du systéme.

La méthode de Gauss-Seidel peut converger rapidement pour certains types de systemes, mais
elle peut également étre sujette a des problémes de divergence ou de convergence lente pour
d'autres types de systemes. Des techniques telles que le choix judicieux des conditions initiales et
la manipulation de I'ordre des équations peuvent étre nécessaires pour améliorer la convergence
dans certains cas.

La technique itérative bien établie de Gauss-Seidel est fréquemment employée pour résoudre
efficacement des systemes d'équations linéaires.

Ax=bou A est une matrice n X n et x, b sont des vecteurs de R™Elle implique la manipulation
suivante :

On décompose A commeA = D — E — F, ou D est une matrice diagonale,

-E est une matrice triangulaire inférieure,
—F
et -F est une matrice triangulaire supérieure : D
—E

On peut alors transformer le systéme en :
Ax=b €= (D-E)x— Fx = b €= X=(D—-E) 'Fx+(D—-E)™'b

On définit ensuite une suite de vecteurs (x*) par la formule :
x*+D = (D —E)"'Fx® + (D-E)™'b
d’ou:

k+1)_ 1 i= (k+1) .
X% 0= (-2 - Thiaayn @ +b)1 < j < n
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et on espére que la suite (x ®)converge vers une solution de Ax=b

Conclusion :

Dans cette étude sur l'obtention du champ de température conductif dans un cylindre
métallique par la méthode des différences finies, nous pouvons conclure que cette approche offre
une solution précise et efficace pour modéliser les phénomeénes thermiques dans des structures
cylindriques. En utilisant cette méthode, nous sommes en mesure de capturer avec précision les
variations de température a travers le cylindre, ce qui est essentiel pour comprendre son
comportement thermique dans différentes conditions de fonctionnement. L'application des
différences finies permet de résoudre les équations de transfert de chaleur de maniére numérique,
offrant ainsi une solution pratique pour les ingénieurs et les chercheurs travaillant dans le
domaine de la thermodynamique des matériaux. En conclusion, la méthode des différences finies
s'avere étre un outil précieux pour l'analyse et la conception de systemes thermiques, offrant des
résultats fiables et applicables dans une variété de contextes industriels.
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Il. Equation de base :

I1.1 Hypothése de départ.
I1.2 Equation de base en coordonnées cartésiennes.
[1.3 Transformation de 1’équation en coordonnées cylindrique.

I1.4 Conditions aux limites du systeme.
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Introduction :

La résolution des équations différentielles pour déterminer le champ de température
conductif dans un cylindre metallique est un probléme fondamental en ingénierie thermique. Pour
obtenir des résultats précis et fiables, diverses méthodes numériques ont été développées, parmi
lesquelles la méthode des différences finies occupe une place centrale. Cette méthode, basée sur
la discrétisation de I'espace et du temps, permet de transformer les équations différentielles en un
systeme d'équations algébriques. Dans cette étude, nous explorerons I'application de la méthode
des différences finies pour résoudre les équations de la chaleur dans un cylindre métallique, en

mettant en évidence ses avantages et ses limitations.

Il. EQUATION DE BASE :

1.1 HYPOTHESES DE DEPART :

Pour établir I'équation fondamentale, nous postulons que le milieu sous étude est
homogene et isotrope. Cette hypothese n'entraine que les propriétés thermocinétiques telles que A,

p et cp demeurent constantes.

11.2-EQUATION DE BASE EN COORDONNES CARTISIENNES :

En intégrant les suppositions mentionnées précédemment, I'équation de conductivité se

formule comme suit :

10T

= =—=AT

a ot

Avec:a = .
pCo

Et A le Laplacien, en le développant en coordonnées cartésiennes on a :
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d’ ou:

107_0 .0 ,0
2ot oX oy oz

11.3- TRANSFORMATION EN COORDONNES CYLINDRIQUE:
Comme notre modéle mathématique décrit un cylindre vertical, I'utilisation des équations

en coordonnées cartésiennes n'est plus nécessaire. Par conséquent, nous procédons a une

conversion vers les coordonnées cylindriques (x, r, 0). Apres cette transformation, nous obtenons

10T _1 0 (raT )+-L aszaasz ............................................................ (11.1)
0t ror or rof ox

Etant donné la symétrie du modele examiné, la diffusion de la chaleur se produit selon :

(x,1); 0 _o
oo

I’équation (I1.1)devient , aprés multiplication par “* r

ror _o (rOT Y 0 (raT)
ot or or oOX OX
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11.4—- CONDITIONS AUX LIMITES DU SYSTEME :

Une fois que la configuration du systéme est établie, il devient impératif de definir les
conditions limites. Ces derniéres sont cruciales pour obtenir des solutions spécifiques a I'équation

précédente dans le cadre de notre probléme.

1- Condition initiale :

at=0en toutpoint, ona:

T(x,r,o)=To

2— Condition a la limite pariétale :

;0T

(x,r,t) | . =q()
or

avec .

g (t) : flux de chaleur imposé a la paroi .

3- Condition a ’axe de symétrie :

Au plan médian , définie par : r=0

—;tﬂ(x,r,t) |, =0
or
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4— Conditions a la limite supérieure : (échange convectif)

—iai(x, rt) | _, =hs(T(H,rt)-Tt)
OX

ou:

hs : Coefficient d’échange superficiel relatif a la base supérieure.

T : Température du milieu ambiant .

5- Conditions a la limite inférieur : ( échange convectit )

—/Ial(x,r,t) |, =hi(T(,r,t)-Tf)
OX
avec .

hi : Coefficient d’échange superficiel relatif a la base inférieure

Conclusion :

La méthode des différences finies se révéle étre une approche efficace pour résoudre les
équations de la chaleur dans un cylindre métallique et obtenir le champ de température conductif.
En discrétisant I'espace et le temps, cette méthode permet de transformer un probleme continu en
un systeme d'équations discretes, qui peuvent étre résolues numériquement avec une précision
satisfaisante. Cependant, il est important de noter que la précision des résultats dépend de la taille
des intervalles de discrétisation et du schéma numérique utilisé. En outre, l'application de la
méthode des différences finies peut nécessiter des ressources informatiques importantes pour
résoudre efficacement de grands systemes d'équations. En fin de compte, malgré ses limitations,
la méthode des différences finies reste un outil puissant et largement utilisé dans la modélisation

et la simulation des phénomeénes thermiques dans les cylindres métalliques et d'autres structures.
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I11 - Discrétisation de I'équation de base :
I11.1 — Discrétisation de 1’équation de base.
I11.2— Discrétisation de temps.

111.3 — Discrétisation de condition limites.

111.4 — Formulation numérique.
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Introduction :

La résolution numérique des problemes de transfert de chaleur constitue un domaine crucial
de l'ingénierie et de la recherche scientifique. L'obtention du champ de température conductif
dans un cylindre métallique par la méthode des différences finies représente une approche
fondamentale pour analyser les phénomeénes thermiques dans diverses applications industrielles.
Cette méthode, basée sur la discrétisation de I'équation de la chaleur, permet de modéliser
efficacement la propagation de la chaleur a travers un milieu donné. Dans cette étude, nous
explorerons le processus de résolution numérique appliqué a un cylindre metallique, mettant en

lumiere les principes sous-jacents de la méthode des différences finies et ses implications
pratiques dans l'analyse thermique.

I11.1- Discrétisation de I’équation de base :

L’équation de la chaleur sous forme différentielle est :

1 3T _ T
E at_r ar( )+6X2 .................................................................. (“ll)
10T_10T 82T 0°T
a ot r or t=5 or2 axz .................................................................. (111.2)

- Pour un maillage régulier :

R
n
(+1)Ax Lyl
i-1,] i1
(-1)AX & AE
AX |, :
(1.4r (i-DAr  (i+1)A r
Fig (111.01)
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r=(i-1) Ar
X = (J-1) Ax

D’apres la représentation des dérives par les différences finis on obtient :

0T _ Tin—-2Ti+Tja
=7 = ISR (111.3)

0°T T, —2T + Tiv,j
arz - Arz ..................................................................... (|“4)

OT  Tij—Tj
or DUE AL coooroor oo (11.5)

> En remplacant les équation (111.3) ,(111.4) et (111.5) dans I’équation de base :

10T _oT 0O°T 0°T
Eﬁ_rﬁl’—i_ ar2 +5X2 ..................................................................... (111.6)

oT _ Tin—=2T+Tija  Taj—-2Ti+Taj | Tej—Ta;
o AX2 T Ar2 + TN (1L.7)

I11.2- Discrétisation de temps :

» Autemps t+1

(111.8)

t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t t t
1 Ti’j _Ti’j :T”l'j_Ti—l-J _,_Ti+l,j_2Ti.j +Ti—l,j +Ti,j+1_2Ti,j+Ti,j-1
o At 2rAr Ar2 e
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Donc :

_ 1 L t+1 1 Ltﬂ 1_L t+lZLt 1_2 tll t
[ZrAr+Ar2JTi+1~J+(aAt+Ar2JTivJ +[2rAr ArZJTilJ A Lija® (aAT sz)Ti,j'szTi,jl

............ (I1L.9)

L’¢équation sera :

+1 +1 +1
i oy 4B T 47 T = A Tt Bid T+ Cui Ty (111.10)

Tel que :

o 1 1 .
Ol | ——[m + mj tel que r=(i-1)Ar

R R | 1 .
Vi _(ZrAr —mjtel que r=(i-1)Ar

Ai=—1
NG
Gl 2

aAt  AX?
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o1
C"’_AXZ

» Autempst=t+2:implicite suivant X

t+2 t+1
1 Ti,j _Ti,j _ TI+1] T. j T—lj 1 t+1 t+1 1 t+2 t+ t+2
E[ At J_ Ar2 + 2T Ar (Ti+1,j T, j)+m(Ti,j+l_2Ti j +T, i- 1)

L(111.12)

Donc :

1 1 1 t+1
TIJ -1 (sz aAth XZ Tl j+l (Arz ZrAro—lJ le (Arz ZrAroHl,j
...(|||.12)

L’équation sera :

t+2 t+2 t+2 t+1 t+1
ai T, BT i T = A Tl+lJ B Tii+C,  Tiwj oo (111.13)
Tel que :

o1
B ="Axe

o1
V=T Axe

111.3- Discrétisation des conditions aux limites :

111.3.1- Les conditions initiales :

Autempst=0
Ti=To Vi,j
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111.3.2- Conditions a la limite pariétale :

Ona:
_ﬂ’ g_}“ ‘X:R :q(t)

On utilise la différent droite en arriére :

T, —T., Ar
—ZJTIJ =q(t)= T = _TQ(t)"'Ti—l,j
Ar
Sur axei=n.= Tnc,j :_Tq(t)+Tnc—l,j

111.3.3- Condition a ’axe de symétrie :

AT (x,rt)

Ona: ar |r:0

T'+1,j _Ti,j -0

= —A—
Ar

=T j=Tj

Surl’axe i=1 =T j=Tj

111.3.4- Condition a la limite supérieur :

oT
A= |y = (T-Tr)

(Ti,j —Ti,j—l)

=-1 A

=hs(Ti,j—Tf)

hs AX
A

hs A hs A
:>(1+ inTi,j=Ti,j—l+Tf( ﬂ,x]

=T-Tji1=— (Ti,j—Tf)
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Tija+ hS/IAX Tt
= Ty = 1+hs AX
A
Pourj=n.:
Tints + AX hs Tt
Tin = ;,’
’ 1+AX hs
A

111.3.5- Condition a la limite inférieur :

0T _ (17—
A5 (T—T¢ )h
Ti,'—Ti,'+l
:—A(#):h(ﬂj—"ﬁ)
Tt hi AX Tt

=Tj= A
l+h|%
Pourj=1:
Ti,2+h| AX Tt
Tii= A
l+h|%

111.4- Formulation numérique :

e Autempst=0,
Ti,j = To, \v4 I,j
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e Autempst=t+l

» Onapour: j=2 — n.-1

et pour i=3 N2 ——»

A partir de 1’équation (I111.10) on a

+1 +1 +1
aij T:+l,j + /L T:, +7ij T:_l’j =Aj T:’j+l+Bi,j T:J + Ci,j T:’j_l:&,j ....................... (111.14)
Tel que :

N 1 1 .
Qi j ——(M'FFJ avec r=(i-1)Ar

Vi :(ﬁ —ﬁj avec r=(i-1)Ar

6.i=A.j T:’Hl-l-Bi,j T:, + Cij T:’H ............................................................. (111.15)
davec
-1
A’J _Ax2 )
1 2
Bi=Gat e
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o1
C"’_AXZ

» pour j=2 — n_-1

et pour =2
D’aprés la 2°™ condition a la limite pariétale :

T2j=Tj ona:

» pour j=2 — n_-1

et pour i=nc-1

D’aprés la 3*™ condition a I’axe de symétrie :

Thej = _Ar Q(t)-i-Tnc—l,j ona:

e Autempst=t+2

» Onapour: i=2 — n-1

etpour j=3 — ni»

Et a partir de 1’équation(l11.13) ona:

t+2 t+2 t+2 t+1 t+1 t+1
0ii Tijut BT +7i T = Ay Toa By T +C3 Tia =6

(111.16)

Tel que :

aij=———

AX?
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_ 2 .1
pi= AXZ | a At

t+1

0= A T+ By Thy HC 0 Toms oo

avec:
o 1 1

A,J— o Ap tel que r=(i-1)Ar
=2

B =32

1 1 .
Cuj =ArZ orAr tel que r=(i-DAr

» pour: j=1

etpouri=2 ——» n

D’aprés la 5°™ condition a la limite inférieur :

Tio + hi AX Tt

= Ta= A = (1+hi %)Ti,l—Ti,zz

1+hi AX

> pour: j=n.-1
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etpouri=2 —pn;
D’aprés la 4°™ condition a la limite supérieur :

1

Ax2
fhi-,j = 2 , 1
AX?  aAt AX
(1+hs l)

AX
t+1 t+1 tths /1
|nI—1—A T1+1] BIJT,J C.,Tl 0 Agy *7 T (11.17)
(1+hs 22)
A
10T 10T 07T 02T
i
a ot ror or? Ox2
ﬂ ~ Tt+1_Tt
ot At
5T T i1, _T i1,
or 2Ar
o Ti+1,j+Ti—l,j_2Ti,j
or2 Ar?
0T _ Ti,l+j+Ti,1—j_2Ti,j
o2 AX2
lﬂ _ 1 Tl+lj T -11 N Ti+l,j 3 Ti,j N Ti,j+l N Ti,j—l 3 2Ti,j
a ot r 2Ar Ar2 Ar2 AX?2 AX?2 AX?
_( 1 +i)_|_ T 2.\ Ti—l,j N Ti,j+l N Ti,j—l
02Ar  Ar2’ 'L g Ar2 Ax2 2rAr AX? AX2
_( 1 )T . 2_|_ 1 ) - Ti—l,j N Ti,j+l N Ti,j—l
2r2Ar Ar2 L. ] Arz AX? 2rAr AX? AX?

1 Ti+1,j_Ti—l,j Ti+1,j+Ti—l,j_2Ti,j Ti,j+1+Ti,j—l_2Ti,j
==( ) + +

r 2rAr Ar? AX?
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iTi,j_Ti,oi) —( 1 T (__ T, - 1 )T
a At Ar2 2rAr L] Ar2 ZrAr =L Ar2 Ax2 I
Ti,j+1 Ti,j—l
+ +
AX? AX?

111 3ECRITURE MATRICIELLE :
Une fois que toute I'équation, ainsi que les conditions initiales et les conditions aux

limites, ont été discrétisées de maniére appropriée, nous passons a la résolution numérique de
notre probléme en utilisant la méthode des directions alternées (ADI). Cela nous conduit

finalement a des systémes qui peuvent étre exprimés sous la forme suivante :

Autemps t = t+1

T2,j 92,]
O T3,j 93,j
Ti,j el j
Tnc 2,] enc 2,j
Ync—l,jBnc—l,ja,nc—l ne-1,j ne-1,j
Yne,j Bnc,ja,nc.j
Bres1 iO nes i
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Autempst = t+2

_TI 2 | _ei,z W
Ti,3 9i,3
Ti,J' Hi,j
ainl-L Sini-1 ¥inl - ei,nl—z
ainl Sinl Yini
Ainl+l Sini+ i,nl-1 i,nl-1
L L

111 4 ALGORIHME DE RESOLUTION :

Comme précédemment mentionné, la méthode employée pour résoudre notre probleme
est familierement appelée méthode A.D.l. Une de ses caractéristiques réside dans I'implication de
la logique de GAUSS-SEIDEL. Cela signifie qu'a chaque étape de calcul, les valeurs du niveau
précédent sont introduites, tout comme dans le processus de tridiagonalisation des systémes, ou

ces calculs sont effectués.

ALGORITHME :

Introduire les données du programme .
Calculer Dx, DR, Dt.
donner un champs initial de température

poser tmax=0 ;temps = 0, J=24*3600

o ~ w D oE

poser tmax =tmax + dch :N=0; Qc =qch et aller & étape?.
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6. poser tmax =tmax + DE.dch ;Qc=0; N=1

7. poser temps = temps + pca

8. poser =2

9. PoserJ=2

10. calculer Al(J), AS(J), AP(J), AD(J)

11.si J<NC-1, poser J = J+1 et aller a étape 10

sinon continuer

12. calculer en introduisant les conditions aux limites gauche et droite
Al(2), AR(2), AD(2)
AS(NC-1), AP(NC-1), AD(NC-1)

13. résolution du systeme tri-diagonal
Obtention de TC(K), K=(I-1).NC +J

14. Si T<NL-1, poser I=1+1 et aller a étape 9

si non continuer

15.En utilisant les conditions aux limites calculer TC(K) :
K=(l-1).NC +J I=1, I=NI

J=1,NC

K=(-1).NC+]  J=1,J=NC
I=1, NL

16. poser J=2

17. poser 1=2
18. calculer Al(l), AS(l), AP(I), AD(I)
19. SiI<NI-1, poser I=1+1 et aller a étape 17

Si non continuer

20. calculer en introduisant les conditions aux limites supérieures et inférieure.

A(2), AS(2), AD(2)
As (NI-1), AP(NL-1), AD(NL-1)

21. reésolution du systéme tri-diagonal
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obtention de TC(k), K=(I-1).NC +J
22. siJ < Nc-1, poser J=J+1, et aller a étape 16
si non continuer

23. en utilisant les conditions aux limites calculer TC(K)

K= (1-1).NC+J I=1, I= NL
J=1, NC

K= (1-1).NC+J J=1, I=NC
J=1, NL

24. TESTL. de convergence : si le champ de température a converge, aller a étape 27 sinon
continuer.
25. affectation d’un nouveau champs de température
V = fonction (TC), TC=V
26. aller a étape 8

27. sitr<fjaller a étape 7 sinon continuer

28. TEST2 s de stationarisation : si le champs de température eststationnarise aller a étape
31

sinon continuer

si temps < tmaxaller a étape 7 sinon continuer

29. Si N=0 aller a étape 6
sinon continuer

30. aller a étape 5

31. FIN.

Conclusion :

En conclusion, la résolution numérique pour I'obtention du champ de température conductif
dans un cylindre métallique par la méthode des différences finies offre une approche puissante et
précise pour étudier les phénomenes thermiques complexes. En appliquant cette méthode, les

ingénieurs et les chercheurs peuvent simuler avec précision la distribution de la température a
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I'intérieur du cylindre, ce qui permet une optimisation efficace des processus industriels et une
conception plus slre des systemes thermiques. Cependant, il convient de noter que la précision
des résultats dépend de la résolution spatiale et temporelle choisie ainsi que des conditions aux
limites et des propriétés matérielles considérées. Ainsi, une analyse approfondie et une validation
expérimentale sont essentielles pour garantir la fiabilité des simulations et leur pertinence dans un
contexte donné. En continuant a développer et a affiner les techniques de résolution numérique,
nous pourrons mieux comprendre et maitriser les phénoménes thermiques, ouvrant ainsi la voie a

de nouvelles avancées dans divers domaines de l'ingénierie et de la science des matériaux.
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44.1 Problématique:

Considérons un cylindre vertical plein, caractérisé par sa hauteur (H) et son rayon (R), ainsi

que par ses propriétés thermocinétiques telles que la conductivité thermique (L), la densité (p) et

la capacité thermique massique (cp).

Ce cylindre échange de la chaleur avec son environnement par convection a travers ses deux

extrémités, supérieure et inférieure, avec des coefficients d'échange de chaleur h_seth_|I
respectivement.

hs( convection)

Z
A
— +—
> «—
q(t)
L ]
> < > I

0

MODELE PHYSIQUE _
hi( convection)

Pour simplifier, nous supposons que la structure du cylindre est indéformable. Sa paroi
verticale est soumise a un chauffage cyclique par un flux de chaleur q(t) pendant une période de

temps définie comme a.t, ou a représente le rapport de la période de chauffage sur celle de repos.

Notre objectif est de simuler I'évolution du champ thermique a l'intérieur du cylindre et de
déterminer les isothermes de température au fil du temps.
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45.2 Discussion des résultats:

Pour mener notre étude sur I'obtention du champ de températures conductif dans un
cylindre vertical soumis a un flux de chaleur pariétal périodique, nous avons alterné les périodes
de chauffage et de repos appliquées au cylindre.

Les résultats obtenus par la méthode des volumes finis sont présentés sous forme de courbes.
Nous avons utilisé un cylindre de hauteur H = 6 m et de rayon R = 2 m. Le cylindre métallique a
¢été¢ subdivisé en plusieurs mailles, et la température a été mesurée a chaque nceud de maille
pendant les phases de repos, c'est-a-dire lorsque la température atteint son état stationnaire.

Les températures ont été relevées sur trois points suivant le rayon R (verticalement) : sur l'axe,
sur le demi-rayon et sur la paroi du cylindre ; nous avons obtenu les courbes T = f(H). De la
méme maniére, les températures ont été relevées sur trois points suivant H (horizontalement) :
Pres de la limite inférieure (1/8 de H), au quart de la hauteur (1/4 de H) et a mi-hauteur (1/2 de
H), nous avons obtenu les courbes T = f(R).

Nous avons également identifié les lignes isothermes du cylindre et obtenu les courbes H
=f(R).

La Figure 1 représente la relation entre la température (T) et la hauteur (H) le long de la
paroi a R = 0.0 m, obtenue a l'aide de la méthode des différences finies. La température culmine a
T = 420,41 K K lorsque H = 3 m, puis diminue graduellement pour atteindre T=420,41 K prés de
la limite inférieure a H = 0,0 m, et T = 411.97K prés de la limite supérieure. 1l est remarquable
que la température demeure constante entre H = 1,65 m et H = 4,05 m, indiquant une stabilité
thermique a ces hauteurs et suggérant un équilibre dans les échanges de chaleur a ces niveaux.
Cette observation est conforme a nos attentes basées sur la physique des transferts thermiques
dans un cylindre vertical. L'équation T= -0,159H* +1,7241H> -6,9355H? + 12.463H+411.74,
avec un coefficient de détermination R2 = 0,9993, modélise précisément la variation de la
température en fonction de la hauteur du cylindre, offrant un outil utile pour prédire les

températures a différentes hauteurs.
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Figure 1 : représentation graphique de la Courbe : T= f(H) sur la paroi R=0m.

De méme, la Figure 2 illustre la relation entre la température (T) et la hauteur (H) le long
de la paroi a R = 0.5m, obtenue également par la méthode des différences finies. La température
atteint son maximum a T =~ 446,30 K pour H = 3.0 m, puis diminue progressivement jusqu'a un
minimum de T = 425.44 K prés de la limite inférieure a H = 0,0 m, et T = 436.26 prés de la limite
supérieure. Il est notable que la température se stabilise entre H = 1.8m et H = 3.9. m. L'équation
T =--0,1943H* + 2,1105H® - 8,4612H% + 15,051H + 435,99, avec un coefficient de détermination
Rz = 0,9992, représente de maniére précise la variation de la température en fonction de la
hauteur du cylindre, montrant une excellente adéquation avec les résultats obtenus par la méthode

numerique.
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Figure 2 : représentation graphigue de la Courbe : T=f(H) sur la paroi R=0.5m.

La Figure 3 montre la courbe T = f(H) le long de la paroi a R = 1.0 m, calculée a l'aide de
la méthode des différences finies. La température atteint son maximum a T~544.219K lorsque H
= 3.0 m ; elle décroit jusqu'a un minimum de T = 511.41K pres de la limite inférieure a H = 0,0
m, et T = 528.45K prés de la limite supérieure. Un état stationnaire de la température est observé
entre H = 1.8 m et H = 3,9 m. L'équation T==-0,3275H" + 3,5761H° - 14,212H? + 24,608H +
528,05, avec un coefficient de détermination R2=0,9986, révéle une relation complexe entre la
température et la hauteur du cylindre, mettant en évidence une évolution non linéaire de la
température en fonction de la hauteur. Ces résultats soulignent I'importance de considérer les
variations de température dans la conception et I'analyse des systemes thermiques, en particulier
lorsqu'ils sont évalués a l'aide de méthodes numériques telles que la méthode des différences

finies.
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Figure 3 : représentation graphigue de la Courbe : T=f(H) sur la paroi R=1m.

Enfin, la Figure 4 montre la courbe T = f(H) le long de la paroi a R = 1.5 m, calculée a
l'aide de la méthode des différences finies. La température atteint son maximum a T~730.16K
lorsque H = 3.0 m ; elle décroit jusqu'a un minimum de T = 677.85KC pres de la limite inférieure
aH=0,0m, et T=705.15Kpres de la limite supérieure. Un état stationnaire de la température est
observé entre H = 2.25 m et H = 3,45 m. L'équation T== -0,5694x* + 6,2611H3 - 24,628H° +
41,215H + 704,71, avec un coefficient de détermination R2=0,9966, révele une relation complexe
entre la température et la hauteur du cylindre, mettant en évidence une évolution non linéaire de
la température en fonction de la hauteur. Ces resultats soulignent I'importance de considérer les
variations de température dans la conception et I'analyse des systemes thermiques, en particulier
lorsqu'ils sont évalués a l'aide de méthodes numériques telles que la méthode des différences

finies.
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Figure 4 : représentation graphigue de la Courbe : T=f(H) sur la paroi R=1.5m.

Dans la figure (5), nous observons la variation de la température le long de la paroi du
cylindre a une hauteur H de 0.0 m. La courbe T = f(R) illustre comment la température évolue en
fonction du rayon R. Initialement, la température est maximale sur la paroi externe du cylindre,
atteignant environ T = 1044.32K a R = 2 m. En se déplagant vers l'intérieur du cylindre, la
température diminue progressivement pour atteindre son minimum, T = 416,95k, pres de l'axe de
symétrie a R = 0.0 m. Cette baisse de température est généralement due a la dissipation de la

chaleur a travers la paroi du cylindre.
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Figure 5 : représentation graphigue de la Courbe : T= f(R) pour H=0m

La zone dite d'état stationnaire, située entre R = 0.0 m (pres de 1'axe de symétrie) et R =
0.1 m, indique une région ou la température semble rester relativement constante. Cela peut étre
le résultat d'un équilibre entre la chaleur générée a l'intérieur du cylindre et la chaleur dissipée a

travers sa paroi.

L'équation qui décrit cette corrélation entre la température et le rayon du cylindre est
T =178.28R?- 50.792R + 424.91

avecR?2=1

Dans la figure (6), nous étudions la variation de la température le long de la paroi du
cylindre & une hauteur H de 1.5 m. Les variations de température suivent un schéma similaire a
celui de la Figure 1, mais avec des valeurs différentes en raison de la hauteur modifiée du point
d'observation. La température maximale, T =~ 1052.43K, est enregistrée sur la paroi externe du
cylindre & R = 2 m. En se déplacant vers l'intérieur du cylindre, la température diminue pour

atteindre son minimum, T = 419,62k, prées de I'axe de symétric a R = 0.0 m.

50



CHAPITRE IV RESULTATS ET ANALYSES

1100

1000
900
800
700
600
500
400

0 0.5 1 R 1.5 2 2.5

Figure 6 : représentation graphigque de la Courbe : T= f(R) pour H=1.5m

Comme dans la Figure 1, une zone d'état stationnaire est présente entre R =~ 0.0 m (prés de
I'axe de symétrie) et R = 0.05 m. Cette zone indique a nouveau un équilibre thermique dans cette

région du cylindre.

L'équation qui modélise cette corrélation entre la température et le rayon du cylindre
est
T=178.8R* - 48.582R + 427.14
Avec R? = 0.9997

Enfin, dans la figure (7), nous examinons la variation de la température le long de la paroi
du cylindre a une hauteur H de 3.0 m. Encore une fois, les variations de température suivent un
schéma similaire, mais avec des valeurs différentes en raison de la hauteur supplémentaire du
point d'observation. La température maximale, T = 1054.01k, est enregistrée sur la paroi externe
du cylindre a R = 2 m. En se déplacant vers l'intérieur du cylindre, la température diminue pour

atteindre son minimum, T = 420,30k, prés de I'axe de symétric a R = 0.0 m.
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Figure 7 : représentation graphigue de la Courbe : T=f(R) pour H=3m

Une zone d'état stationnaire est également présente ici, entre R = 0.0 m (prés de 1'axe
de symétrie) et R = 0.05 m. Cette zone indique une fois de plus un équilibre thermique dans cette
région du cylindre.

L'équation correspondante pour cette situation est
T =178.83R? - 48.083R + 427.74
Avec Rz = 0,9997

52.3 Interprétation des résultats :

Lorsque nous examinons les variations de temperature le long de la hauteur du cylindre
(représentées par les courbes T = f(H)), nous observons les effets de la convection de chaleur. La
convection est un processus de transfert de chaleur qui se produit lorsque le fluide ou le milieu

environnant se déplace, transportant ainsi la chaleur. Dans le cas d'un cylindre, cela peut étre dd a
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des différences de température entre la surface du cylindre et son environnement, ce qui entraine

un flux de chaleur a travers la paroi du cylindre.

Tc
1013.51
972.806
932.097
891.389
850.68
809.972
769.263
728.555
687.846
647.137
606.429
565.72
525.012
484.303
443.595

NI B B BN B
3 4 5 6
X

Figure N°7 : représentation graphique de la Courbe : H= f(R) pour déférant température
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CONCLUSION

Conclusion

Notre étude sur l'obtention du champ de températures conductif dans un cylindre vertical
soumis a un flux de chaleur pariétal périodique a révéle des résultats significatifs grace a
I'application de la méthode des différences finies. A travers I'analyse des courbes représentant les
variations de température en fonction de la hauteur (T = f(H)) et du rayon (T = f(R)) du cylindre,
nous avons pu approfondir notre compréhension des phénomenes de transfert de chaleur a

I'intérieur de la structure.

Les courbes T = f(H) ont mis en évidence l'influence de la convection de chaleur sur la
distribution verticale des températures a I'intérieur du cylindre. Les observations de ces courbes
ont souligné des zones d'équilibre thermique et ont permis de modéliser avec précision les
variations de température en fonction de la hauteur. De méme, les courbes T = f(R) ont permis de
comprendre comment la distance physique par rapport a la source de chaleur affecte la répartition

de la temperature le long du rayon du cylindre.

Ces résultats ont des implications importantes pour la conception et I'analyse des systéemes
thermiques, en mettant en évidence l'importance de considérer a la fois les variations de
température verticales et radiales pour une évaluation compléte des performances d'un systéeme.
En outre, nos conclusions soulignent la valeur des méthodes numériques telles que la méthode
des différences finies dans I'étude des phénomeénes de transfert de chaleur, offrant ainsi des outils

précieux pour l'optimisation des systéemes thermiques dans divers domaines d'application.
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ANNEXE

Annexe
DONNEES :

Les données relatives au phénomene sont :

Hauteur du cylindre HC =6m

Rayon du cylindre RC=2 m

Masse volumique p=7860 Kg/ m?

Capacité calorifique Cp =444 J/IKg.K

Conductivité thermique A =50.2 W/m.K

Intensité du flux de chaleur Qt =145 W/ m? .K

Coefficient d’échange convectif relatif & la base supérieure H2=10 W/ m? .K
Coefficient d’échange convectif relatif a la base inférieure  H1=4.5 W/ m? K
Durée de chauffage  PC=900s

Nombre de périodes de repos DE=7
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