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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) jouent un role extrémement important
pour la modélisation des phénomenes physiques; & la propagation des ondes, la
diffusion de la chaleur et dans plusieurs domaines scientifiques. Malheureusement, il
n’est pas évident de résoudre ces équations analytiquement ; c’est-a-dire : on ne peut
pas trouver la solution exacte. Donc, en faisant appel aux méthodes numériques qui
nous permettent de faire des approximations pour obtenir des solutions approchées
convenable aux contextes pratiques. Ce mémoire présente quelques techniques de
la résolution numérique des EDP, en mettant en lumiére leur importance et leurs

applications variées.

Les équations différentielles partielles (EDP) ont fait leur apparition pour la premiére
fois a la mécanique rationnelle au cours du 17 éme siecle, avec des figures comme
Newton et Lebniz, ensuite le domaine des FDP s’est progressivement enrichi avec le

développement des sciences, en particulier la physique.[5]

Comme on a cité précédemment, les solutions analytiques étant souvent imprati-
cables pour des systémes complexes, on utilise alors les méthodes numériques (MDF).
A cette raison, on propose dans notre mémoire la méthode des différences finies
(MDF) afin de faire notres approximations des solutions par des différences divisées
et la discrétisation de ’espace et du temps. L’objectif principal de ce mémoire est

d’appliquer cette méthode a quelques équations aux dérivées partielles (EDP) du



Introduction

second ordre.

Pour aboutir & notre objectif, ce mémoire est structuré en trois chapitres. Dans le
premier chapitre, on donne quelques concepts fondamentaux concernant les équations
aux dérivées partielles, on introduit les notions de base et les types d’équations

couramment rencontrées.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la méthode des différences finies qui
consiste & transformer le probléme continue en un probléme discret ou ponctuel par la
discrétisation du maillage ; ensuite, on remplace chaque dérivée partielle par sa valeur
approchée a I’aide du développement de Taylor et on démontre enfin la convergence

du schéma numérique.

Pour démontrer la grande utilité des équations aux dérivées partielles dans les do-
maines scientifiques, on expose dans le troisieme chapitre une application réelle de

I’électromagnétisme.



Chapitre 1

Equations aux dérivées partielles

Dans le premier chapitre, on va présenter quelques notions de base sur les équations
aux dérivées partielles qu’on aura besoin dans notre étude numérique de ce type

d’équations.

1.1 Notions de base sur les EDP

La notion de la dérivée simple d’une fonction unidimensionnelle f’(x) non plus valable
dans le cas ou la fonction d’étude a plusieurs variables, on trouve alors la notion des

dérivées partielles.

Pour introduire cette derniére notion, on donne une fonction f : R> — R et un point

(20, %0) de R? ((zo,%0) € R?).

Définition (1.1) (Applications partielles) :  On appelle applications partielles as-
sociées o f en (xo,yo0), les deux applications de R dans R lorsqu’on fixe l'une des

variables ; ¢’est-a-dire : [9)

f1: R—R
r — fi(x) = f(z,y0)
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et la deuxiéme
f2 : R—R

= f2(y) = f(20,y) .
Tout simplement les dérivées partielles de f en un point (xg, yy) sont exactement les

dérivées des applications partielles associées a f en (xg, yo).

Pour présenter la dérivabilité partielle d’une fonction, on introduit la définition sui-

vante.

Définition (1.2) (dérivée partielle) :  On considére : Q =|a,b[X]c,d] dans R?, la
fonction f:Q C R? — R, le point (zo,y0) € Q et fi: |a,b[— R Uapplication définie
par : [9]

fi(@) = f(z,50).

On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en (xo, yo)

lorsque f1 est dérivable en xq et on note : Oy f (xg,yo) ou encore O, f (xq,yo) -

C’est exactement de la méme maniére pour la deuziéme variable, on note par Os f (o, yo)

a la dérivée partielle; si elle existe; de f par rapport & la deuxiéme variable en

(xo, y0)~

Définition (1.3) (Equation Aux dérivées partielles) : Une équation aux dérivées
partielles est une équation mathématique qui contient la fonction étudiée lui méme
et ses dérivées partielles. Cette équation est également de la forme :[§]

. u%% ’u 0*u *u 0
’y7"'7 7ax7ay7“'ax278x8y78y27"' - M

ou F est une fonction de plusieurs variables.

Pour simplifier I’écriture, on utilise le sigle FDP comme abréviation de I’équation

aux dérivées partielles.
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Supposant maintenant une EDP donnée sous la forme précédente et on cherche a
trouver sa solution ; c’est-a-dire, on essaye de trouver une fonction v = u (z,y,...)
des variables indépendantes x,vy,...; ou les dérivées partielles apparaissant dans

I’équation existent aux points de D.

Lorsqu’on fait aprés la substitution de cette fonction et ses dérivées partielles dans

IEDP doit étre satisfaite.

1.2 Caractéristiques des EDP

Dans cette section, on essaye de donner les caractéristiques et les propriétés les plus

utilisées dans la littérature pour les équations aux dérivées partielles.

Définition (1.4) (Dimension et ordre d’'une EDP) : LA dimension dune équa-
tion aux dérivées partielles est le nombre de variable indépendantes de la fonction

mconnue Uu.

L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est ['ordre de la dérivée partielle le plus

élevé.
Pour bien comprendre, I’ EDP suivante :
PPu N 2u\>
x| == | =e
0220y Ox? ’

est une équation de dimension 2 et d’ordre 3.

Dans ce qui suit, on veut voir sous quelles conditions I’ EDP était linéaire et homo-

gene.

Définition (1.5) (Linéarité et homogénéité) : Une EDP de l'inconnue u est li-
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néaire si l’'on peut l’écrire sous la forme :
Lu = f, ou (1.1)

L biensir est un opérateur linéaire différentiel.

Dans le cas ou [ est une fonction de n wvariables indépendantes définies sur un
domaine de R™, on dit que l’équation est linéaire homogéne si f = 0; Si non elle est

non homogeéne.

L’équation donnée par :
N 0?u 4o 0%u .
U+ y— +20y— =

est linéaire non homogene sur R? car elle peut s’écrire sous la forme(1.1)), ou

0%u Lo 0u
[ l’ [
0y? Yo

Lu=u+y

est un opérateur linéaire différentiel et f(x,y) = 1.

Pour vérifier la linéarité de L, on donne (a, b) € R? et les deux fonctions suffisamment

réguliéres u; et us, on a alors :

02 b
L(auy + bug) = (auy + bug) + nyw

0y? ’
on utilise la définition de 'opérateur L pour trouver :
82U1 82114 8211,2 82u2
a(u 2z b(u — + 22y—

ce qui peut I’écrire encore :

aL(uy) + bL(ug).

Enfin, on peut déduire la linéarité de I’équation donnée.

6
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Dans le cas ot I’équation n’est pas linéaire ; c’est-a-dire : I’opérateur n’est pas linéaire
par rapport & toutes les dérivées partielles contenant dans 1’équation, on introduit

une autre notion comme 'indique la définition suivante.

Définition (1.6) (EDP quasi-linéaire) : La quasi linéarité d’une équation aux dé-
rivées partielles indique que l'opérateur définie précédemment est linéaire par rapport

aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé (seulement) de wu.

On remarque bien que I’équation suivante :
ou ou
x(y—U)a—ery(u—I)a—y = (@ —y)=u,

est quasi-linéaire du premiére ordre en 2 dimension.

1.3 Classification des EDP

Dans la suite, on veut connaitre comment classer les équations aux dérivées partielles
du second ordre; donc, évidemment, il faut introduire tout d’abord cette derniére

notion.

D’une maniére générale, Une équation aux dérivées partielles linéaire du second ordre

avec n variables indépendantes est de la forme :

ou
ZA% ay]+;B + Cu = (1.2)

7]7

ou A;;, B;, C, D sont des fonctions des variables indépendantes 1, xs, . .. .

Ici, on suppose que la fonction cherchée admet toutes leurs dérivées partielles :

du 0*u
t - V1<, <n. 1.
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Prochainement, on va donner une classification des équations aux dérivées partielles
linéaires du second ordre ; mais le probléme qui se pose que chaque type d’équation

correspond & un comportement différent des solutions.

A cette raison notre étude est restreinte au cas ot n = 2. Alors, les EDP que nous
considérerons initialement seront de la forme suivante :
9%u 9%u 0%u ou

ou
A B C D—+F—+Fu=G 1.4
ox * Oxdy * Oy? + Ox * Ay o ’ (14)

ou A, B, C, D, E, F et G sont des fonctions bidimentionnelle (de x et de y qui
ne s’annulent pas simultanément) et on suppose ainsi que A, B,C,D,E F et G

admettent des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur un domaine D de R?.

On définit le discriminant connu :

A = B* - 4AC. (1.5)

1. L’équation(|1.4) est dite hyperbolique au point (zg,y9) € D si et seulement si
A > 0.

2. L’équation (1.4)) est dite parabolique au point (zg,yo) € D si et seulement si A = 0.

3. L’équation (|1.4]) est dite elliptique au point (xg,y9) € D si et seulement si A < 0.

Si'EDP est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points
(x,y) du domaine D, on dit alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabo-

lique, elliptique) sur D.



Chapitre 2

Méthode des différences finies

Les équations aux dérivées partielles ne sont pas toujours facile a résoudre analyti-

quement (exactement), on les résoudre alors qu’approximativement.

Donc, dans ce chapitre on va présenter une méthode trés importante et trés utile dans
les calculs scientifiques pour résoudre les problémes aux limites soit en dimension 1

ou en dimension 2.

Cette méthode consiste & transformer le probléme aux limites en un probléme algé-

brique (systéme linéaire) facile & résoudre.

2.1 Méthode des différences finies en D1

La premiére des étapes de la méthode des différences finies est la subdivision qui nous
permet de transformer le probléme continue en un probléme ponctuel en chaque point

de la subdivision.

1. La subdivision : Afin d’appliquer la méthode des différences finies, on va faire une
subdivision de I'intervalle [a, b] ; c’est-a-dire, on donne une suite de points (;);—o._. n,

telsque:a=29g <1 <29 <---<xy=0>b. Pour?=0,N, on note : z; = x¢+1h, ol
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h est le pas de discrétisation qui exprime la distance entre deux points successives;

b—a
ce pas est définit par h = A N est le nombre de points de discrétisation.

2. Les dérivées approchées : Ici en faisant appelle au développement de Taylor d’une

fonction u € C? & I'ordre 2 aux points u(x + h) et u(z — h), on trouve alors :

u(z; + h) = u(x;) + hu'(z;) + 0(h?)
u(x; — h) = u(z;) — ha'(x;) + 0(h?),

ou 0(h?) est l'erreur de troncature. Pour simplifier 1’écriture, on pose : u; = u(z;),
w, = u'(z;) et u = u"(x;). Si on choisit h est suffisamment petit, on néglige le reste

de troncature pour trouver les dérivées approchées cherchées :

/ Ui+1 — Uy ’ Uy — Uj—1
U, = ———— et u, =

[ h 7 h ’
ou encore si on suppose que u € C*, on trouve :

h? h3 h*

u(zi +h) = u(z;) + ha'(z;) + EUQ(%) + gu?’(l‘i) + E”“(C)
/ h2 2 h3 3 h4 4
u(x; — h) = ui(w;) — huj(v;) + ot (1) — e (z:) + ar (1)

On fait la soustraction terme é terme pour obtenir I'approximation centrée pour la

dérivée premiére :

ou plus simplement est :

Uiyl — Uy

() = = L +o(h?).

C’est exactement de la méme maniére avec le méme argument qu’on peut trouver

10
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I’approximation centrée pour la dérivée premiere :

ooy ulmi+h) —u(z; — h) 3
' (z;) = 57 + o(h?).

Cette formule est un résultat directe de addition terme a terme de u(x; + h) et

u(z; — h) et on note apres :

o — Ui — 2U; + Ui
i h2 :

Par la substitution de chaque dérivée par sa valeur approchée, on trouve alors un
probléme ponctuel (discret) en chaque point de la subdivision qu’on peut l’écrire
sous forme d’un systéme linéaire. Pour faciliter notre étude, on propose le probléme

suivant :

Eziste-t-il une fonction u : [0,1] — R qui soit deux fois continiment dérivable et qui
vérifie :

—u"(x) + g(x)u(xr) = f(z); = €]0,1]

u(0) = c,u(l) =d.

Il faut citer que ce probléme admet une solution unique si :

a. f(x) et g(x) sont continues dans [0, 1].

b. g(x) > 0 pour tout = € [0, 1].
Pour appliquer la méthode des différences finies on suit les étapes suivantes :

1. La subdivision : On divise l'intervalle [0,1] de maniére a avoir la discrétisation

réguliere en N points (z;)Y,, ot 2; = 29 + ih et h = %

11
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2. Les dérivées approchées : En chaque point de discrétisation, on a :

—u"(z;) + g(@;)u(z;) = f(x;), © €]0,1]
u(0) = ¢, u(l) =d.

On remplace 'approximation centrée pour la seconde dérivée, on trouve alors :

—Uig1 + 2U; — Uiy
12

uy =c¢, uy = d.

Il faut noter que ce probléme ponctuel on peut ’écrire sous forme d’un systéme

linéaire de (N — 1) équations & (N — 1) inconnues.
2. Le systéme linéaire : Par quelques calculs simple, on peut aboutir a :

—U;—1 + (2 + hZQ(ZEz))Ul — Uj1 = ]’LZf(I’Z), = 1, N -1

uy = ¢, uy = d.

Pour chaque i = 1, N — 1, posons B; = (2 + h2g(x;)), on peut donner le systéme

tridiagonal suivant :

;

—Ug + Blul — U9 = h2f<l’1)
—uy + Baug — ug = h?f(x2)
\ —Un-2 + BNfluNfl —un = th(fol)

ou encore matriciellement, on écrit : A,U, = by,

12
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Bl —1 O Uy
—1 BQ Uz
-1
0 —1 BN_ UN-1
g(x1) 0 0
0 T
Ap =AY + h? 9(z2)
0
0 9(xy )
By

= h?

flz) +c
f(x2)
f(:L‘Nfl)—Fd
2 -1 0
-1 2
—1
0 -1 2

Pour assurer I'existence et I'unicité de ce systéme il faut démontrer que la matrice

A;, est inversible.

Proposition (2.1) : La matrice Ay est symétrique définie positive si g(x) = 0

pour tout x.

Preuve : La matrice A, est symétrique puisque A, = AT. On veut démontrer

maintenant que Ay, est définie positive ; c’est-a-dire : il faut démontrer que 27 A,z > 0

pour tout z € RV-1.

En effet, Soit 2z un vecteur non nul de R¥=1, on a :[7]

2T Apz = zTAgo)z + 2T(h*By)z

et

N-1

h?z" Bz = h? Z ga:)z} >0,

=1

13
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car :
g(x1) 0 0 21
0 g(z) - : 29
2I'Byz = ( 21 2y v ZN-1 ) . '
. '.. *. 0 .
0 0 g(zn_1) ZN-1
g(x) =

g(2) 22
=\ Z&1 22 - ZN-1 ) )

N-1

Bz = Z g(w;)2? > 0.

=1

Donc, on a trouvé que : 27 (h%2By)z > 0 ce qui nous permet de conclure que :

N-1
LAz = zTAELO)z + h? Z glxy)z? > zTAELO)z, ol
i=1

2 -1 0 21
ZTAELO)Z: < 2 2o o ZN_1 ) .
0 -1 2 ZN—-1
ou encore :
T
TA(O) —
z n o ? Z1 R9 o ZN-1 221 —Zy —Z9+ 222 — 23 T2y, +2ZN71 )

ce qui est équivalent a :

zTAgO)z = 212 + (21 — 22)2 + (29 — 23)? 4 -+ (an_a — zN,l)2 + 212\,_1.

14
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Il est clair que cette valeur est positive et non nulle puisque z # 0, alors Ay, est

symétrique et définie positive donc elle est inversible. ¢

2.2 Meéthode des différences finies en D2

Dans notre étude, on s’intéresse au cas bidimensionnel. Donc, on essaye de faire
une généralisation d’une fonction de deux variables et on remarquera aprés que la
méthode des différences finies sera appliquée avec les mémes principes. Pour simplifier

I’étude, on propose :

1. Le probléme de Laplace : On considére le probleme en dimension 2 sur un

ouvert borné R? avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes :

—Au(z,y) = f(z,y), (2,y) € @=]0,1[x]0, 1]

u(z,y) =0, (z,y) €T.

L’opérateur de laplacien est :

’u  O%*u

Au(z,y) = 92 + 8_y2

Pour appliquer la méthode des différences finies, en suivant les mémes étapes :

1. Le maillage : Dans le cas D2, on donne une fonction u(x, y) définie sur un domaine
spécifique, ce domaine est subdivisé en N x P noeuds (z;,y;) réguliérement espacés,
avec un pas h dans la direction z et K dans la direction opposée et on note par ui

pour représenter la valeur discréte de u(x,y) au neoud (x;,y;); c’est-a-dire :
uf = u(x;,yj) = u(ih; jk)

2. Dériwées approchées : C’est exactement de la méme manieére que dans le cas en

15



Chapitre 2. Méthode des différences finies

T 1T 1T 7117

Fic. 2.1 — Maillage deux dimensions

dimension un qu’on obtient les approximations suivantes en D2 :

0 ul, —ul

(a—Z)Z = ?12—}111 .D.F centrée
0 w, , — u

(8_1;)7’ = % D.F avant
(2v), = YUy DR arricre

ox/t h :

Par ’application de la formule de Taylor, on a :

ou h? 0%*u h? 03u

%) + 3(@) + 5(%) +o(&%)

w(x+ h,y) =u(z,y) + h(

et
ou h? 0%u h3 93u

u(r —h,y) = u(z,y) - h(%) + 3(@) - g(%) +o(&h).

16
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Chapitre 2. Méthode des différences finies

Par la sommation directe terme a terme de 2.1I42.2], on obtient :

a2u z+1 2u +U’z 1

G
et

0%u JH 2u —i—u] !

e e ]

On introduit maintenant I’équation de Laplace dans un domaine borné :

0%*u 0%*u
() + () =0 el (2.3)

u(z,y) =0, (z,y) el

Pour discrétiser notre domaine, on utilise le pas h = 1/N > 0; tel que :

0 < 29 < 1 < 292 < -+- < xy_1 < xy €t le pas k = > 0 pour trouver

1
M
0<tyg<ty<---<ty_1 <ty. Les points de maillage sont les points d’intersection

de ces subdivisions u(z;,t;) = (ih, jk).

3. Le probléme ponctuel (discret) : Pour transformer le probléme continu en un pro-
bléme ponctuel, on substitue les dérivées partielles approchées qu’on a présenté pré-

cédemment dans notre équation, on trouve alors :

(82u) N (82u) oy — 2 +ul_, N W —2u! 4+l o)
022 T 52 B 72 !
ou encore :
‘ . o -
(82u) N (82u) _ wloy +ulTt = Al ol +ult o(h?)
Ox? Oy? h? ’

puisque l'opérateur de Laplace est :

9%u 9%u

(520 (a_yz) =0,

17



Chapitre 2. Méthode des différences finies

on obtient :
J j—1 J J Jj+1
wi_g +up o —Auy gty

o =0.

En négligeant le reste o(h?) et en tenant compte que : i =1, N —let j =1, M — 1,
on trouve enfin :

J Jj—1 J J J+1 _

Il est clair que cette formule est une relation entre cinq nceuds voisins.

2. L’équation de la chaleur : Pour comprendre plus, on propose une autre forme
d’équation, c’était 1’équation de la chaleur dans un domaine borné et on essaye

d’appliquer la méthode des différences finies sur ce type d’équations, on considére

alors :
ou 9%u
(E) - v(@) =0; x €]0,1[,t €]0, T
w(0,t) = u(1,t) =0, t €)0,T] (2.4)

u(z,0) = ug(x), = €]0,1],

ou ug € O([O, 1])

1. Le maillage : Pour faire le maillage, on introduit un pas h = 1/N > 0, tel que :
O<xo<x1<:E2<---<33N,1<:UN,xi:ih,W:O,Netunpask:ﬁ>0,011

O<to<ti<---<tya<tu=1,t =7k Vj=0,M.

Par I'intersection de ces points, on trouve les nceuds de maillage régulier. En chaque
point de maillage, on trouve les points cherchés : u(z;,t;) = (ih, jk) pour i = 0, N et
j =1, M Pour la simplification, on note par uf la valeur discréte approchée d’une

solution au point (z;,t;) de la valeur exacte u(z, ).

2. Dérivées approchées : C’est exactement avec le méme argument qu’on peut trouver

les dérivées partielles approchées; on utilise un pas en avant pour obtenir :

ou,  ulth—ul
COpe A (25)
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Chapitre 2. Méthode des différences finies

et
0%u N uly g +uly — 2ul
(8.752) - h? ’

(2.6)

3. Le probléme ponctuel (discret) : Comme I’équation de la chaleur est vraie en
chaque point de domaine, elle reste vraie aux points de maillage. En remplagant (

et (2.6)dans notre équation, on obtient alors la forme discréte :

j—H— j uj —|—uj —2u] - _

i k“’—v’“ =0 i=T N —Tetj=10M
u%:ug\,:O, j=1,M. (2.7)
ud = up(ih), i=1,N —1

A partir de 1) on essaye de trouver explicitement uf 1 par

rapport aux autres
WMol ud, =2
k: =0 2 , (2.8)

vk

on pose r = 72 pour trouver en chaque it =1, N —1let j=0,M — 1

j+1 J J J J
ul = 7“(ui+1 +ul | —2u]) 4 ul.

2.3 Stabilité de la méthode

Pour mesurer les caractéristiques numériques : la stabilité et la convergence de la

valeur approchée vers la valeur exacte, on introduit la norme || - ||o -

Proposition (2.2) :  Sous la condition de C.F.L (Courant, Friedrichs, Lewy 1928 ) ;

LA

c’est-a-dire, on a : 33

< %; donc la formule exprimée par (2.7)) est stable en norme
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Preuve : On pose : r = % et on fait quelques calculs simple pour trouver :
i | = (1= 2r)ul gy el | ST = 20) [u] [ 4 Ll |4 uly ],

en norme, on a :

I o< X =2r+7+7) | 0 o,

alors :

I o< v oo -

Par récurrence, obtient :

I oo <l e floo .

C’est le principe du maximum discret. ¢

2.4 Convergence de la méthode

Afin d’étudier la convergence de la solution approchée u; vers la solution exacte

Sp(u) lorsque h — 0

up — Sp(u)
h—0

Sh(u) repésente la projection de la solution exacte sur le maillage
sous la méme condition (ﬁ < %) ; le schéma explicite est convergente en norme

h2
-1

En effet, pour chaque i =1, N —let j =1, M, on a:

Jj+1 J
u; — U; v ; ;

7 7 J J\ —
— ﬁ(ui-i-l +ui_y — 2u;) =0,
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et on essaye d’écrire la derniére expression sous forme d’un systéme linéaire :

LU+ _ 4, 0)

A + Apu) =9 =0, M —1,

ot ul) € RN et ul® est le vecteur donné par les conditions initiales. Vectorielle-

ment, on peut définir pour i =1, N — 1 et j = 0, M les vecteurs :

u u(a1) f(@1,1))

j .

w9 = Uz Cu© = u(w2) ) f(@a,t5)
ug\f—l u(ajN—l) f(l’N_l, tj)

D’une maniére plus simple, le systéme obtenu, on peut I’écrire sous la forme :
W) = (Id — kA )Y + Kkt .

Explicitement, cette formule nous permet de calculer la valeur approchée au temps

tj+1 en utilisant simplement la matrice avec la valeur approchée au temps ¢;.

L’écriture vectorielle de I’équation précédente est :

Blu(j"rl) + Bou(j) + Bilu(j_l) = c(j)’ (29)
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Chapitre 2. Méthode des différences finies

avec B, inversible ou B; = 0 et By inversible pour le schéma explicite, on a :

By =11d
By = —iId+ A, (2.10)
B_1 = 0

L’erreur de consistance a l'instant ¢; est le vecteur §h(u)(j) € RY~1 ce vecteur est

obtenu lorsqu’on remplace les valeurs de ([2.10))dans({2.9)) :

1 , 1 . ,
E]d(u(yﬂ)) — EU(]) + Ay, = 9,

ou encore
ou
En(w1,t5)
§h<u)(j) _ fh(m2’t]))
En(en-1,t5))
On dit que le schéma est consistant pour la norme || - || de RV~ si

sup || ()Y | — 0. (2.12)
i<t =

De plus, il existe ¢/ > 0,p > 0 et ¢ > 0 indépendants de k et h, tels que :

sup | () [|< c[(k)? + ). (2.13)

1<j<M

On dit alors que la méthode est consistante d’ordre p en temps et ¢ en espace pour

la norme|| || .
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On obtient la stabilité pour la norme || || dans RV, sl existe deux constantes

positives ¢ (T') et ¢o (T') indépendantes de k et h, telles que : si By =0ou B_; =0

() (< (0) ()
omax | |< er(T) | ™ | +ea(T) max || |l

Notre but ici est de connaitre sous quelles conditions on obtient la convergence.

Théoréme de Lax : L’expression(2.9)est convergente si et seulement si elle est

consistante et stable. ¢

Le schéma implicite présente trois points pour la dérivée seconde et on peut approcher
encore la dérivée partielle au temps par I'approximation suivante :
ou oulwyty) —ulzisty) ul — ul-

E(.’Ei,tj) ~ L ~ L )

on obtient alors le probléme discret suivant :

i g1 j j j
I g Il — o
Y ku it 1;;;1 & = f(zi,tj); i=1,N—1letj=1M

uh=uly =0, j=0,M (2.14)

0, N.

I

5

&
.
I

A partir de cette formule, on peut trouver u’

I NEST N
? = t1 h21 +kf(xivtj)7
et
, : vk, j j
uf —_ u‘;*l = ﬁ(u‘g+l + 'Uf,g_l - 2“5) + kf(xlﬂt])7
ou encore

u = vsuliy +vaguly — 20ul +ult 4 k().
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ce qui implique

ul + (ZUﬁuZ) = Uﬁ“gﬂ + Uﬁ“ﬁ—l + Ugfl + kf (i t;).

Pour simplifier ’écriture on pose r :Z—g, on trouve alors :

uf = T‘(Ug-&-l + Ug_l — 2uz) + ugJ +kf(zi ),

donc
ul = TU{H +rul_| —2ul +ul T+ kf(zi,t;),
qu’on peut I’écrire vectoriellement par

- + Apu® =7, (2.15)
ou
u(ry) f(z1,t5)) wy
, i
Lo | ) ) = Ce) a0 = |
w(@y_,) flan-1,t)) -

Par la formule ([2.5)), on peut trouver que A,ul) vérifie :

u(j)_;:(jfl) _ C(]‘) . Ahu(j)
u(]) — u(j_l) — kc(j) — Ahu(])
u(.j) + Ahu(]) — kc(j) _|_ u(j_l)

uD(Id+ A,) = ke® 4 U1,

donc :

w9 = (Id+ Ap) " ke” + (Id+ Ap) 'ub=D,
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Chapitre 2. Méthode des différences finies

On a démontré dans la premiére section que la matrice A, est symétrique définie

positive, donc (Id+ Aj) est aussi symétrique définie positive ; alors elle est inversible.

Le schéma précédent nous pouvons écrire sous la forme générale :

BiuYtY 4 Bou® + B U0 = @) (2.16)
ou
Bl - 0
By = z1d+ A,
B, =-1Id

On considére le schéma (2.16)) et on suppose que les données initiales vérifient :

By =0ou B_; = 0. Pour le schéma implicite, on suppose :

I u® = (s1)(0) || = 0.

k—0

On dit alors le schéma (2.16)) est convergente pour la norme || || si :

sup || u¥ — (spu)(t;) ||h:>O 0.

0<j<M !

Enfin, on peut conclure que les schéma explicites et implicites sont consistants pour

la norme || || .
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, on va démontrer la grande utilité de la méthode des différences finies
bidimensionnelle 2D aux phénomeénes physiques par I'exposition d’une application

qui concerne I’évaluation de I'induction magnétique dans un transformateur.

3.1 Description du transformateur

Dans cette section, on présente un moyen treés important et treés utilisé par la so-

nelgaz au niveau de réseau de transport ou au niveau de distribution (Fg.3.2). Le

Fic. 3.1 — Transfomateur de puissaance dans un réseau de distribution

transformateur nous permet de transformer la tension entrée en une tension de sortie
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soit en abaisseur ou en élévateur.

haute
tension moyerne basse
400 kv " ternsion tension

centrale 0alsky 230V

station ce
transformation usager

T g s 1 slationde | 4z nsformateur l
4104 20 kv i 1\ transfor- e T
.L e xn;\:;naliun f‘jjﬁ/ \‘x::: : : =

gou

FiG. 3.2 — Réseau du transport avec station de transformation

Pour notre part, nous avons étudié un transformateur de faible puissance (Fig.A.).
I1 consiste & un circuit magnétique en fer/Si feuilleté et un bobinage constitué de 300

spires en cuivre (Fig.B.) et (Fig.C.) .

Fig.A. Transfamateur osiliiog

étudie de faible puissance || Fig.B. Circuit magnétique Fig.C. Bobinage

Pour étudier les transformateurs, on aura besoin d’étudier les phénomeénes électroma-
gnétiques qui sont essentiellement basés sur les équations de Maxwell. Comme on va
voir prochainement que ces équations sont des équations aux dérivées partielles va-

lables dans n’importe quel point de I’espace. Les équations de Maxwell spécifient que
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toute variation spatiale ou temporelle d’'un champ magnétique entraine 1’existence

d’un autre champ électrique et vise versa.

3.2 Equations de Maxwell

Les phénoménes électromagnétiques sont entierement décrits par les équations de
Maxwell associées aux lois constitutives des matériaux. Dans ’approximation des
régimes stationnaires, ot 1’on suppose que les courants de déplacement sont négli-

geables, ces équations s’écrivent :[0]

a. Loi de Faraday

Un champ électrique peut induire un champ magnétique. Ce champ induit est utilisé
dans de nombreux générateurs électriques. Un aimant permanent en rotation qui
crée un champ magnétique en mouvement, génére un champ électrique dans un fil a

proximité.

b. loi d’Ampeére
Les champs magnétiques peuvent étre générés de deux maniéres : par la variation

d’un champ électrique ou par les courants électriques.

—_—

rot(H) = j, (3.1)

c. loi de Gauss

Le champ électrique est orienté a partir des charges positives vers les charges né-
gatives. Plus précisément, cette loi relie le flux électrique a travers n’importe quelle

surface de Gauss fermée.
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Sl

div(D) = p, (3.2)

d. loi de conservation du flux

La divergence de I'induction magnétique est :
ﬁ
div(B) =0, (3.3)

Mathématiquement, cette relation indique qu’il n’existe pas de charges magnétiques
parce que les seules sources de champ magnétique sont les courants électriques. Les
lignes du champ sont toujours fermées sur elles mémes ; elles forment alors des boucles
ne contiennent ni points de départs, ni points d’arrivées, ni points de convergences.

Les relations qui constituent les matériaux sont

— —
B =uH, (3.4)
— —

D=cE, (3.5)

— —

Jj =0FE, ou (3.6)

Modéles électromagnétiques

Les modeles de J.C' Mazwell décrivent globalement tous les phénomeénes électro-
magnétiques, mais suivant les dispositifs que I'on étudie, certains phénoménes de-
viennent négligeables parmi ces modeéles. On a : modéle électrostatique, modele élec-
trocinétique, modeéle magnétodynamique, modéle magnétostatique scalaire et le mo-

déle magnétostatique vectorielle. Dans notre étude, on s’intéresse au dernier modéle.
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3.3 Modéle magnétostatique vectorielle

on suppose que le champ magnétique est produit par des sources indépendantes

.
B

— —
i = 0, les champs électrique E' et magnétique B sont

du temps; c’est -a-dire :
découplés et on essaye de modéliser un objet parcouru par des courants non nuls .On

obtient alors les équations suivantes :

rot(H) =7, (3.7)
Div(B) =0, (3.8)

— — —
B =uH + Br. (3.9)

— —>
Parce que la relation Div(B) = 0, on définit alors une fonction vectoriel A appelée

potentiel vecteur magnétique, tel que :

-

B=rotA. (3.10)

Pour que cette fonction soit totalement définie, il faut également fixer sa divergence,

on ajoute alors la condition connue sous le nom : Jauge.de. Coulomb

Donc on trouve le systéme d’équation suivant :
) —
Div(A) =0. (3.11)

1
rot(=rot A) = J.

. (3.12)

L’utilisation de la méthode des différences finies aux problémes physique est un

domaine trop vaste; elle s’applique lorsqu’on veut calculer la densité du courant
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(tension) ou bien la densité de la puissance dissipée.

Dans la suite, notre objectif est d’appliquer cette méthode sur un transformateur
a 'aide d’une code Matlab. Il est nécessaire de citer que cette méthode malgré sa
simplicité mais elle s’adapte mal aux objets de géométrie complexe a cause de la « ri-
gidité » du maillage d’une part et d’autre part a cause des conditions de passage d’un
milieu physique a un autre (Fer - air) par exemple et des non linéarités (saturation

...). Par toutes ces conditions, on aura besoin d’un traitement spécifique.

T ala
]L)- i

Nl j) !
I, I I,
a4 P i

L]
4
J
——
N L
Y Ir.__. UIE|

Fic. 3.3 — Description MDF en deux dimensions

3.4 Transformateur et MDF en 2D

Le transformateur étudié présente une forme tridimensionnelle mais ’étude physique
électromagnétique en 3D devient assez compliquée. Heureusement, on peut faire
notre étude au cas bidimensionnelle & 1’aide d’une coupe longitudinale ; c’es-a-dire,
en supposant que le transformateur présente une épaisseur suffisamment longue. La
description de I'étude en 2D est présentée par la figure (Fig.3.4) et le maillage 2D

est présenté par la figure (Fig.3.5).
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coupe 2D du transformateur

bobinage D

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Xx(m)

Fig.3.4— Description du transformateur en 2D

x(m)

Fig.3.5 —Maillage des différences finies régulier simple
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x(m)

Fig.3.6 — Maillage des différences finies non régulier dense

Par quelques calculs de 'analyse vectorielle, le modéle magnétostatique issu de

I'équation 1} en 2D avec les cordonnées cartésiens, ou (Z = Az?) et
-
(J =jzk):
1 11—
V. <—V(Az)> = div (—grad(Az)) =—jz.
u f

3.4.1 Transformateur et MDF en 2D classique

Dans le cas ou la propriété physique l% est constante partout, 'opérateur div(grad)

devient un Laplacien A :

1 1 .. /— _ 1 N e s
LV(V(42) = - div (grad(Az)) = A(42) = —j=

La méthode des différences finies classique qu’on a exposée dans la deuxiéme chapitre
est appliquée ici avec les mémes principes. Lorsqu’on approche la dérivée seconde on

trouve alors I’équation algébrique qui représente les images de la fonction inconnue

33



Chapitre 3. Application

aux nceuds du malliage :

A(i,g) = V/ap(i, j)lae(i, A + 1, ) + aw(i, j) Al = 1, 5)

CL’lU(Z,]) = % (3,])7

7
ap(i, j) = ae(i, j) + aw(i, j) + an(i, j) + as(i, j),

Sp(i, j) = j(i, j)dzdy,

L’utilisation des méthodes directes de résolution des systémes d’équations linéaires
ne répond pas a notre besoin de précision dans le cas ol le maillage est dense, donc
le dimension de la matrice associée au systéme des différences finies est trés grand
ce qui nécessite une complexité trés élevée, on utilise alors les méthodes itératives.

De notre part, on utilise la méthode de Gauss Seidel pour la résolution du systéme

et comme critére de convergence on utilise la condition d’arrét :

X | i | =51 il _ s
Z|Aln|

E =

En faisant notre simulation, en trouvant I’isocontour de I'inconnue qui est le poten-
tiel vecteur magnétique A (F'ig.3.7) et le champ du vecteur induction magnétique.

(Fig.3.8)
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Isocontour de A

y(m)

Fig.3.7— Isocontour du potentiel vecteur magnétique A

champ de vecteur de I'induction magnétique B(T)

0 0.05 01 0.15 02 0.25 03

x(m)

Fig.3.8 —Champ de vecteur de I'induction magnétique B

Lorsqu’on faire la comparaison de notre résultats obtenus avec les autres résultats
avec d’autres logiciels éléments finis, on remarque d’apres les (Fig.3.7) et (F'ig.3.8)
qu’on a une mauvaise distribution de 'inconnue (potentiel vecteur magnétique A)

qui conduit & une mauvaise distribution de I'induction magnétique B.

1
Ce mauvais résultat est di également au fait que le coefficient ) est constante.
Bz, g

Donc, on est obligé de changer cette condition et d’utiliser la méthode des différences

35



Chapitre 3. Application

finies modifiée.

3.4.2 Transformateur et MDF en 2D modifiée

1

Le coéfficient ou la propriété physique — n’est pas constante partout mais constante
1

par domaine et ne doit pas sortir des dérivée de I’espace. Dans ce cas, on n’obtient

pas Laplacien, on trouve alors 1’équation :

v (lV(Az)> — div (%Eimz)) ——

f f

L’application directe des différences finies, en explicitant la dérivée premiére nous
permet de conclure I’équation algébrique qui lie 'inconnue au noeud principal avec

les inconnues au noeud voisins :

A(i,9) = 1/ap(i, j)lae(i, A + 1, 7) + aw(i, j) Al = 1, 5)

+an(i, ) A(i; j + 1) + as(i, j) AL, j — 1) + Sp(i, j)], ou

Spli, j) = j(i, j)dzdy.

L’isocontour du potentiel vecteur magnétique A (F'ig.3.9) et le champ du vecteur
induction magnétique B (F'ig.3.10) obtenus par la méthode des différences finies
modifiée montre une bonne concordance de I'inconnue (potentiel vecteur magnétique
A) qui conduit & une précise distribution de I'induction magnétique B bienstr par

la comparaison aux d’autres résultats obtenus avec d’autres logiciels éléments finis.
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1
Logiquement, ces bons résultats est dt au fait de la dépendance du coefficient ﬁ
A2, 7

en fonction de I’espace.

0.2

0.15

y (m)

0.1

0.05

Fig.3.9 — Isocontour du potentiel vecteur magnétique A

Champ de vecteur de I'induction magnétique B

y(m

x(m)

Fig.3.10 —Champ de vecteur de I'induction magnétique B
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AVAVAVAVAVAVAVAVAVA
02| AV i
0.15 I 1
0.1 f 1
0.05 1
AVAVAVAN
0 . VAVAVAN VAVAVAVAVAVAN
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Fig.3.11 — Maillage éléments finis

Contour: A Vector field: B

T T 0
R -0.2
0.2 .
-0.4
0.15 . -0.6
-0.8
0.1 -
-1
-1.2
0.05 .
S - 0 00T -1.4
0 . . . . . 16
0] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Fig.3.12 — Champ de vecteur de I'induction magnétique B par le logiciel éléments finis

de Matlab
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Finalement, on peut dire qu’on a aboutit aux résultats numériques de précision im-
portante grace a la méthode des différences finies modifiée qui est basée sur la non
linéarité et la dépendance de I'espace; des propriétés physiques qui sont mathéma-

tiquement des coefficients non linéaires.
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Conclusion

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles (EDP) est une disci-
pline essentielle en mathématiques appliquées et en sciences de I'ingénieur. Elle per-
met de modéliser et de simuler des phénomeénes physiques complexes qui ne peuvent
pas étre résolus analytiquement. Les méthodes numériques comme les différences
finies est couramment utilisées pour discrétiser ces équations et les transformer en
systémes d’équations algébriques. Cette méthode est souvent plus simple a appliquer

mais peut étre moins flexible pour des géométries complexes.

En conclusion, la résolution numérique des FDP est un domaine dynamique qui bé-
néficie continuellement des avancées en algorithmes et en puissance de calcul. Ces
méthodes numériques sont indispensables pour la recherche scientifique et le dévelop-
pement technologique, permettant des progres significatifs dans des domaines variés;

comme la mécanique des fluides, la finance, la biologie. ..
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

B( ) : Induction magnétique.

E;(T) Induction magnétique rémanente.
1_5(0 =2y : Induction électrique.

E (17 m~!) : Champ électrique.

7(14 m~2) : Densité¢ de courant.

5(? m™) Primitivité électrique.

pO(H.m™) : Perméabilité magnétique du vide = 47.107".

Ur : Perméabilité relative du matériau magnétique.
p(C.m™1) : Densité volumique de charge électrique.
o(Q@m~1) : Conductivité électrique.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur la résolution numérique des équations aux
dérivées partielles (EDP). Ces équations sont cruciales pour modéliser divers phénomeénes naturels et
industriels, mais leur complexité rend souvent leur solution analytique impossible. Par conséquent,
des techniques numériques sont nécessaires pour obtenir des solutions approchées. Nous
commencerons par introduire les concepts de base des EDP. Ensuite, nous examinerons les
principales méthodes numériques pour résoudre les EDP. Les méthodes par les différences finies
sont souvent préférées pour leur capacité a préserver les propriétés physiques des donnés. Enfin,
nous présenterons une application pratique de ces méthodes numériques sur un transformateur,
illustrant ainsi leur utilisation concréete dans la modélisation et I'analyse des systemes réels.

Les mots clés :

Equations aux dérivées partielles, solutions approchées, modélisation des phénomeénes naturels,
modélisation des phénomeénes industriels, concepts de base des EDP, transformateur, analyse des
systemes réels, méthodes par différences finies.

Abstract:

In this memory, we are interesting on the numerical resolution of EDP. This type of equations is
crucial to modifying various natural and industrial phenomena, but its complexity makes it impossible
for an analytical solution. As a result, the numerical techniques are necessary to improve solutions
applications. We begin by introducing the basic concepts of the EDP. Next, we examine the main
numerical methods to generate the EDP. The methods with different fine prints should be proven to
provide the capacity to preserve the appropriate physical devices. Finally, we have introduced a
practical application of these numerical methods to a transformer, illustrating their use in the model
and analysis of real systems.

Keywords

Equations of parts, approach solutions, natural plant modifications, industrial plant modifications,
EDP basic concepts, transformers, analysis of systems real, methods par Different finishes.
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