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Introduction

La résolution des équations intégrales linéaires de deuxiéme espéce constitue un do-
maine fondamental de la mathématique appliquée, avec des applications étendues
dans divers domaines tels que la physique, 'ingénierie et les sciences de la vie. La
théorie des équations intégrales, qui a émergé rapidement grace aux travaux de Vol-
terra et de Fredholm, occupe désormait une place essentielle dans le domaine de
I’analyse mathématique. Fredholm a étudié les conditions sous lesquelles une équa-
tion intégrale linéaire de deuxiéme espéce posséde une solution. Il a affirmé que si
lopérateur associé a I’équation intégrale est compact, alors I’équation peut posséder

une solution unique.

Dans certains cas peu fréquents, la solution exacte des équations intégrales est
connue. Mais en général, elles sont relativement simples a résoudre numériquement,
car elles se raménent souvent a la recherche de solutions d’un systéme linéaire. Une
des méthodes numériques, la méthode de Galerkin, se démarque comme une approche
efficace. La méthode de Galerkin remonte au mathématicien russe Galerkin né en
1871 et décédé en 1945. Galerkin a développé cette méthode au début du XXe siécle
comme un outil pour résoudre divers probléemes mathématiques et géométriques.
L’idée de Galerkin repose sur le concept d’approximation & l’aide des fonctions de
base, ou la solution recherchée est approximée en utilisant un ensemble des fonctions

de base préalablement connues.

Ce mémoire porte sur I’étude de la méthode de Galerkin pour résoudre les équations



Introduction

intégrales linéaires du deuxieme espéce. La recherche compose deux chapitres :

Dans le chapitre 1, nous commencons par introduire des concepts mathématiques
importants tels que les espaces de Hilbert et les opérateurs linéaires. Ensuite, nous
abordons les équations intégrales et leurs classifications, expliquons la relation entre
les équations intégrales et les équations différentielles, et discutons de I’existence et

de 'unicité de la solution.

Dans le chapitre 2, nous avons abordé les polynémes orthogonaux comme fonctions
de base et présenté une vue d’ensemble de la méthode de Galerkin, appuyée par des

exemples numériques.



Chapitre 1

Equations intégrales

Dans ce chapitre, on va aborder la notion des équations intégrales, leurs classifications
et leur relation avec les équations différentielles ordinaires, on va étudier ’existence

et I'unicité des équations intégrales linéaires de deuxiéme espece.

D’abord, on fait rappel a des concepts fondamentaux qui jouent un role crucial dans
notre analyse, tels que les espaces normés et les espaces de Hilbert, en mettant en

lumiére les opérateures linéaires et leur roéle dans ce contexte.

1.1 Rappel

1.1.1 Espace Normé

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel E sur k(k = R ou C ) est dit espace normé
si pour chaque élément x € E; il existe un nombre réel positif noté par || x||; vérifie

les propriétés suivantes :
o[z||=0<=2=0
e pour tout x € E et tout A €k, || Az ||=| M| z || (homogénéité)

e pour tous v,y € E, |z +y ||[<||z ||+ || y || (inégalité triangulaire)
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Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy) Soient (E, || . ||) un espace normé et (uy,)nen-

une suite d’éléments de E. On dit que la suite (u,)nen-est une suite de Cauchy si

Ve > 0,3ng, Vn,m > ng, || up — un ||< €.

Définition 1.1.3 (Espace complet) Soit E un espace vectoriel normé. E est un es-
pace complet, si et seulement si toute suite de Cauchy (uy,)nen~de U'espace E converge

vers un élément u de E.

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.4 (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur k(Rou C). On
appelle un produit scalaire sur E, toute application
(L):ExE—k

qui vérifie :

WX EE, (X, X)>0et (X,X) =0 X =0
VX € EVack : (aX,)Y)=a(X,Y)

VXY EE  (X,V)=(V,X) ((X,Y)=(V,X) sik=R)
XY, ZEE : (X+ZY)=(X,Y)+(ZY)

Remarque 1.1.1 Le couple (E,{.,.)) est appelé espace préhilbertien

Définition 1.1.5 (espace de Hilbert) Soit E un espace préhilbertien. S’il est com-

plet par rapport a la norme du produit scalaire, on dit que E est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.6 (Systéme orthonormé) Soit E un espace de Hilbert, la suite
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{6"}n>1 C E est appelée un systéme orthonormé si :

l,sin=m
<6na 6m> = 5n,m - 7
0,sin#m

e Sie, L ey, on dit que le systéme {e,}, -, est orthogonal.

€n
llenll

o Si le systéeme {e,},~,est orthogonal alors le systéme { } est orthonormé.
= >1

Définition 1.1.7 (Base Hilbertienne) Soit E un espace de Hilbert pour le produit
scalaire (.,.). On appelle base Hilbertienne (dénombrable) de E une famille dénom-
brable {en}n21d’éléments de E qui est orthonormée pour le produit scalaire et telle

que l’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans F.

Lemme 1.1.1 E = £%([a,b],R") l’espace des fonctions carré intégrable sur [a,b]

muni du produit scalaire :

b

(f.g) = / f(2)g(x)dz

a

est un espace de Hilbert.

1.1.3 Opérateur linéaire borné

Définition 1.1.8 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deuz espaces vectoriels

normés. On appelle un opérateur linéaire de E dans F' toute application A vérfiant :
e VXY eE :AX+Y)=AX)+ A®Y)

eVack VX € E: A(aX) = aA(X)
On note par L(E, F') 'espace des opérateurs linéaires de F dans F.

Définition 1.1.9 (Opérateur linéaire borné) On dit que A € L(E,F) est un

5



chapiter 1.Equations intégrales

operateur linéaire borné s’il existe une constante M > 0 telle que :
|Az||p < M||z]lp  Vz€E

On peut utiliser Az au lieu de A(x).

Remarque 1.1.2 Si E = F, on écrit :
L(E,F)=L(E,FE)=L(E)

Définition 1.1.10 (Norme d’un opérateur borné) Soient E, F deux espaces

vectoriels normés et A € L(E, F). On dit que |A|| est une norme si elle vérifie :
[A[l = inf{M >0, [[Az]p < M[z|| 5}

Proposition 1.1.1 Si A € L(E, F) est un opérateur linéaire borné donc,

[ Az

|A|| = sup ||Az|| = sup ——— = sup | Az||
lzl|=1 lziz0 Izl je<a

Définition 1.1.11 (2 mesurable au sens de Jordan) Un ensemble Q@ C R”
(n > 1) est considéré comme mesurable selon la définition de Jordan si xq (la

fonction caracteristique) définie par :

pourz € ()

{XQ (z) =

1
Xa () =0 pourx ¢

est Riemann intégrable. La mesure de Jordan | 2 | est définie par l'intégrale de xq.

Remarque 1.1.3 o Si un ensemble () est mesurable au sens de Jordan, alors son

adhérance Q et sa frontiére O son également mesurable selon cette méme définition,

avec | Q |=| Q| et | 0Q |= 0.
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e 50 est a la fois compact et mesurable selon la définition de Jordan, alors toute

fonction continue définie sur Q0 (f € C(Q2)) est intégrable au sens de Riemann.

Définition 1.1.12 (opérateur intégral) Soit 2 C R" (n > 1) un ensemble non
vide mesurable au sens de Jordan. soit K : ) x Q) —— C une fonction continue. On
appelle opérateur intégral a noyau continu K tout opérateur linéaire A : C () —

C(2) donné sous la forme :
(“oa) = [Katioltitt w9
0

Cet opérateur est borné avec
| Alloo = max/ | K(x,t)|dt
€
Q

Remarque 1.1.4 C(Q) est l’espace des fonctions continues sur 2 muni de la norme

I-f]oo-

Définition 1.1.13 (opérateur inverse) Soit A € L(E, F) est un opérateur. On
dit que A est considéré comme inversible s’il existe un autre opérateur B € L(E, F)
appelé son inverse (B = A™Y), qui l'orsqu’il est appliqué a l'opérateur original produit

un résultat équivalent a [’élement neutre de [’opération
AB=BA=1

Définition 1.1.14 (ensemble relativement Compact) Un ensemble G C E est
relativement compact si pour toute suite{p, } de G, il existe une sous suite {gon(k) } qui

converge dans F.

Définition 1.1.15 (opérateur Compact) On dit que A € L(E, F) est un opé-

rateur compact s’il transforme tout sous ensemble borné G dans E a un ensemble

7



chapiter 1.Equations intégrales

relativement compact A(G) dans F.

Théoréme 1.1.1 (critére de compacité) Un opérateur A : E — F est com-
pact si et seulement si l'image par A de toute suite bornée posséde une sous-suite

convergente.

1.2 Equation intégrale linéaire

Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue ¢(x)
apparait & I'interieur d’un signe intégrale. Le type le plus courant d’équation intégrale

linéaire est de la forme :

b(x)
h(x)6(z) = f(2) + A / (2, )6 (1) dt a(2) <z <bz)  (L1)

ol
e a(z) et b(x) sont les limites d’intégration.
e )\ est un parameétre constant.

e k(x,t) est une fonction connue, de deux variables x et t. appelée le noyau de

I’equation intégrale.
e les fonctions f(z),k(z,t) et h(z) sont donnée a 'avance.

e ¢(x) est la fonction inconnue que nous cherchons a détérminer.

1.2.1 Classification des équations intégrales

Les équations intégrales se présentent sous divers types, principalement en fonction
des limites d’intégration et du noyau de 1’équation.
e Les deux types principaux sont abordés : les équations intégrales de Fredholm et

les équations intégrales de Volterra.
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Equation Intégrale de Fredholm

Pour les équations intégrales de Fredholm, les limites d’intégration a(x) et b(z) sont

constantes.

Les équations de Fredholm peuvent étre de premiére ou de deuxiéme espeéce, selon
que la fonction inconnue apparait uniquement & l'intérieur ou a la fois a l'intérieur

et a I'éxtérieur du signe intégral.

léequation( devient :

F@)+ /\/bk;(x,t)gb(t)dt 0 a<z<b

est dite équation de Fredholm de premiere espece pour que ce soit( h(z) = 0).

D’un autre cauté, si ( h(z) = u = const # 0) I’équation intégrale de seconde espéce

est définie par :
b
poe) = f(@) + 1 [ blenotde a<a<s
Si h(z) # 0 (I’équation intégrale de Fredholm de troisieme espéce).

Equation Intégrale de Volterra

Pour les équations intégrales de Volterra, on a au moins une limite variable.
La forme classique d’une équation intégrale de Volterra s’écrit comme suit :

e si h(z) = 0 (premicre espéce)

f(z) + )\/r k(z,t)p(t)dt =0 a<z<b
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o si h(z) = 1 = const # 0 (sconde espéce)
;@@y:ﬂ@+A/‘u%wawﬁ 0<az<b
e si h(x) # 0 (I'équation intégrale de Volterra de troisiéme espéce).

Homogénéité

Dans I'équation ([L.1)) si f(z) = 0 nous appelons cela une équation homogene de

Fredholm(ou de Volterra), et non homogene sinon.

Sa forme
b
h(z)p(x) = )\/ k(x,t)o(t)dt a<z<b
ou
mmwmzxfﬁmww@ﬁ 0<z<b
Linéarité

e Si I'éxposant de la fonction inconnue ¢(x) a 'interieur du signe intégral est un,

I’équation intégrale est dite linéaire.

e Si la fonction inconnue ¢(x) a un exposant différent de un, ou si I’équation contient
des fonctions non linéaires de ¢(z), telle que sin(¢) , cos(¢), In(1 + ¢) I'équation
intégrale est dite non linéaire.

Exemple 1.2.1 o ¢(z) =1 — /x(l — t)o(t)dt (équation intégrale linéaire non ho-

0
mogéne de Volterra).

1
e $(r) =sinx — / (x — t)p(t)dt (équation intégrale linéaire non homogéne de Fred-

0
holm,).

10
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1

o O(x) = /(1 +x — t)e*(t)dt ¢(x)(équation intégrale non linéaire homogéne de

0
Fredholm).

1.3 Relation entre les équations différentielles or-

dinaires et les équations intégrales

Les équations différentielles et les équations intégrales sont deux espects complémen-
taires de la modélisation mathématique. Les premiéres décrivent les taux de variation
tandis que les secondes impliquent des intégrales. Malgré leurs différences, elles inté-
ragissent souvent dans la résolution des problémes, chaque type d’équation pouvant

étre transformé a autre dans certains contextes.

La résolution d’une équation différntielle linéaire :

dny dn—ly
%—I—al(x)WqL...%—an(x)y:F(x) (1.2)

a coefficients continus a;(x) (i =1,2,...,n)

avec les conditions intiales
y(0) =Cy .9/ (0) =Cy ...,y V(0) = C 4 (1.3)

peut étre réduit a la résolution d’'une équation intégrale de Volterra du deuxiéme

espece

T

o(x) + / Ko, Do)t = f(x) (1.4)

0

Démontrons cela dans le cas d’une équation différentielle du second ordre

11



chapiter 1.Equations intégrales

Pour arriver a I’équation intégrale ((1.4), on utilise la transformation

T~ o0

dx?

D’ou, par intégration de 0 & x,on obtient :
dy [
= = t)dt + C
o / ¢(t)dt + Ch
0

L’intégrale successive est

T

y = / (z — Do(t)dt + Cra + Co

0

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Compte tenu de (1.7)),(1.8)) et (1.9)), 'équation différentielle (1.5 peut s’écrire ainsi :

x

o(z) + ar(2)| / o(t)dt + C] + a(z)] / (z — )b(t)dt + Cra + Co] = F(z)

0

Ce qui donne :

o(x)+ /[al(x) +as(z)(x—t)]o(t)dt = F(x) — Crai(x) — Chzas(x) — Coas(z) (1.10)

12
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Alors :
k(x,t) = [a1(z) + az(x)(z — 1))

f(z) = F(z) — Chay(z) — Chzaz(x) — Chaz(x)

On voit qu’on peut écrire I’équation différentielle ((1.2)) comme (|1.4))

1.4 Existence et unicité de la solution des équa-

tions intégrales linéaires de seconde espéce

Considérons 1’équation intégrale du seconde espéce

o(x) = f(x) + A/ k(z, t)o(t)dt x €

Q

avec 0 = [a, b] pour Fredholm et [a,z] pour Volterra.

Théoréme 1.4.1 (Série de Neumann) Si A est un opérateur linéaire borné d’un
espace de Banach E dans lui méme, avec ||A|| < 1, et si I est l'opérateur identité sur

E, alors lUopérateur I — A a un inverse borné représenté par la série de Neumann

(I—A)"= iA’“

Et
1

I—A)Y < —r
0 =47 < T

Preuve. Comme ||A|| < 1, on a la convergence absolue

[e.e] [e.e] 1
ARl < AIf = ———
>4 < YA = T

dans lespace de Banach L(F), lorsque la série de Neumann converge en norme, elle

13
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établit la définition d’un opérateur linéaire borné. C’est un concept clé en théorie

des opérateurs
S=> A
k=0
avec | S [|< (1— || A ||)7!, de plus, S est l'inverse de I — A

En réalité, en se référant aux notations A° = I, A* = AA*1 il est possible de

constater que :

(I-A)S=(—-A) lim > A= lim (I - A1) =1
k=0

n—oo

aussi

n—oo

S(I = A) = lim Y A¥(I — A) = lim (I — A"™') =1
puisque || A" | < [JA[|"™ — 0, lorsque n — oo =

Corollaire 1.4.1 Soit K un noyau continu vérifiant :

e

maX/ | K(at) | dt <1
Q

Alors, I’équation intégrale linéaire de sconde espéce

o(x) = f(x) + A/ k(x, t)o(t)dt x €

Q

admet une unique solution ¢ € C(QQ) pour tout f € C(Q).

Preuve. (voir([11])) m

14
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1.4.1 Théorie de Riesz Fredholm

Théoréme 1.4.2 (voir([8])) (Alternative de Fredholm) Soit A un opérateur

compact sur E (E espace de Hilbert séparable). Alors on a les propriétés suivantes :
o Ker(I — A) est de dimension finie.

o Im(I — A) est fermée et Im(I — A) = (Ker(I — A*))*.

o Ker(I —A) = {0} si et seulement si Im(I — A) = E.

e dim Ker(I — A) = dim Ker(I — A*).

Théoréme 1.4.3 (voir([8])) Soit A: E — E un opérateur linéaire compact. Alors
I — A est injectif si et seulement s’il est surjectif. En outre si I — A est injectif (donc

bijectif), alors l'opérateur inverse (I — A)™': E — E est borné.

15



Chapitre 2

Méthode de Galerkin

Dans ’analyse des équations intégrales linéaires de deuxieme espece, des méthodes
numériques comme les méthodes de quadrature ( Simpson, trapéze,...) et les mé-
thodes de projection sont employées pour obtenir des solutions approximatives.
Parmi ces derniéres, la méthode de Galerkin permet de résoudre des problémes ma-
thématiques dans des espaces de dimensions infinies, tels que les espaces de Hilbert,
en les approximant & l'aide de sous-espaces de dimensions finies constitués de fonc-
tions de base sélectionées. La méthode de Galerkin assure que la solution approxi-

mative se rapproche autant que possible de la solution exacte dans ce sous espace.

Dans ce chapitre, nous découvrirons ’approche adoptée par la méthode de Galerkin
pour résoudre les équations intégrales linéaires de deuxiéme espece a 1’aide de poly-
nomes de Tchebychev de deuxiéme espéce. Nous utilisons ici les polyndmes comme
base, qui sont un type spécifique de fonctions de base. Avant cela, nous discutons les

polynomes orthogonaux en donnant des exemples.

16
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2.1 Les polynémes orthogonaux

Les polynoémes orthogonaux jouent un role trés important dans la méthode de Galer-
kin. L’utilisation des polyndémes orthogonaux dans la méthode permet de présenter
de fagon précise les fonctions, améliorant ainsi la qualité de ’approximation et ré-

duisant les erreurs.

2.1.1 Espace des polyndmes

L’espace des polynomes est un espace infini. Chaque polynéme dans cet espace peut
étre décrit par une combinaison linéaire des monomes de la forme z”, ol n est un
entier non négatif, et des coefficeints réels ou complexes. Un polynome P,(z) est de

degré n s’il s’écrit sous la forme suivante :

2.1.2 Orthogonalité

Le produit scalaire entre deux fonctions f et g carrées intégrables sur [a, b] est défini

par U'intégrale de leur produit. En notant (f, g) ce produit scalaire, on a :

(f.g) = / f(2)g(z)da

Dans certains contextes, on utilise une fonction de poids w(z) pour définir un produit
scalaire pondéré entre deux fonctions f et g. Ce produit scalaire pondéré est défini

comme :

b
(19) = [ f@g@plaids
L’orthogonalité dans ce contexte signifie que deux fonctions sont orthogonales si leur

17



Chapiter 2.Méthode de Galerkin

produit scalaire pondéré est nul :

(fr9) =0

Alors on dit que les fonctions f et g sont orthogonales au sens du produit scalaire

pondéré par w(x).

2.1.3 Quelques exemples classiques de polynémes orthogo-

naux
Polynoémes de Tchebychev

Polynémes de Tchebychev de premiére espéce Les polynémes de Tchebychev
de premiére espéce T), () sont des polynomes en = de degré n définis a 'aide de la

relation suivante :

cos(nf) =T, (x)  avec x = cos(f)

ou d’une maniére équivalente :

n/2
O N et L Y

Les polynomes de Tchebychev sont une famille de polynémes orthogonaux sur I'in-

11—z

¥l

tervalle |—1, 1[, avec la fonction de poids w(z) = (1 — z?) -

Les premiers polyndémes sont :

To(z) =1
Ti(z)=x
Ty(x) =222 — 1

18
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Ts(z) = 423 — 3z

On a la formule de récurrence :

Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1(x) n>1

Les polyndémes de Tchebychev sont solutions de I’équation différentielle :
(1—a)T) — 2T, +n?*T, =0

Polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce Les polynéomes de Tcheby-
chev de deuxiéme espéce U, (z) sont une famille de polynoémes orthogonaux sur

Pintervalle |—1, 1], avec la fonction de poids w(z) = (1 — %)z = /1 — 22

les polynomes de Tchebychev de sconde espéce sont écrites sous la formule suivantes :

Les premiers polyndémes sont :

U()(I’) =1
Up(z) =2z
Us(z) = 42% — 1

Us(z) = 823 — 4x

les polynomes de Tchebychev sont définis récursivement par les relations suivantes :

Up(x) = 22U, _1(x) — U,_2(x) n>2

Les polyndémes de Tchebychev sont solutions de I’équation différentielle :

(1 — 23U} — 32U, + n(n+2)U, =0

19
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polynémes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont une famille de polyndémes orthogonaux sur l'inter-
valle [—1, 1], avec la fonction de poids w(z) =1

Les polynémes de Legendre notés L, ( n entier positif ) peuvent étre définis de
differentes manieres :

1 an
—onpl dgn

La(a) (@-17  n>0

ou

Lo(z) = %;(mﬂx )@t n>0

=0 :

Les premiers polyndémes sont :

Ly(z) = £(32% — 1)
Ls(z) = £ (52% — 3x)

La formule de récurrence est :
(n+1)Lyy(z) =x2n+ 1)L, (x) — nL,_1(x) n>1

Les polynomes de Legendre sont solutions de I’équation différentielle :

(1 —a2*)L",(z) — 2L (x) + n(n+ 1)L, (x) =0

On a aussi la relation de récurrence suivante :

(1—2*)L! (v) = —nxL,(z) +nL, 1(z) n>1

20
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Polynémes de Laguerre

Les polynémes de Laguerre sont des polynémes orthogonaux relativement & la fonc-
tion de poids w(z) = z*exp(—z) (« entier) définie sur I'intervalle |0, +o00|

Les polynomes de Laguerre sont définis par la formule suivante :

dTL
Valz) = exp(a:)d—[:ﬁ" exp(—x)] n>0

I?’L
Les premiers polynémes sont :
Vo(w) = 1
Vilz) = —z+1
Vao(z) =222 — 22 +1
Vs(z) = Zta® + 322 — 3z + 1
la formule de récurrence est :

m+1)V(z) =2n+1—2x)V,(x) —nV,_1(x) n>1

Les polynoémes de Laguerre sont solutions de ’équation différentielle :

V' (z)+ (a+1—2)V(x) +nV,(x) =0

On a aussi la relation de récurrence :

2V (z) =nV,(x) — nV,_1(z) n>1

Polynémes de Hermite

Les polynomes d’Hermite sont des polynémes orthogonaux relativement & la fonction

de poids w(x) = exp(—2?) définie sur l'intervalle [—1, 1]
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Les polynémes de Hermite sont définis par la formule suivante :

dTL

H,(z)=(-1)" exp(m2)d—[exp(—x2)] n >0
xn
Les premiers polyndémes sont :
Ho([L') =1
Hl(l’) =2z
Hy(x) = 222 — 2
Hs(z) = 82% — 12z
La formule de récurrence :
Hyi1(z) =22H,(x) — 2nH,_(2) n>1

Les polyndémes de Harmite sont solutions de ’équation différentielle :
H/(z) — 2xH] () + 2nH,(z) =0 (2.1)
Relation de récurrence :

H! (z) = 2nH, 1(x) n>1

2.2 La méthode de Bubnov Galerkin

On considére les équations intégrales linéaires de deuxiéme espéce qui sont de la

forme :

o(x) + )\/Qk(a:,t)¢(t)dt = f(2) x€Q
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avec €0 = [a, b] pour Fredholm et [a,z] pour Volterra

La méthode de Bubnov Galerkin est une technique couramment utilisée pour ré-
soudre numériquement les équations intégrales. Elle consiste & approcher la solu-
tion d’une équation intégrale en utilisant des fonctions de base. On choisit un sys-
téme de fonctions {¥,(x)} complet de £3(Q) et tel que pour tout n les fonctions
{Uo(z), Uy(z), ..., Up(x)} sont linéairement indépendantes et nous cherchons la solu-

tion approchée ¢(z) sous la forme :
o)=Y V(z) (2.2)

les coéfficients ¢;(i = 0,1, ...,n) sont trouvés & paratir du systéme linéaire suivant :

() - A/Qk@,t)qz(t)dt, V)= (f9,)  j=01,..n
ce qui équivalent a
/Q[é(:v) —)\/Qk;(aj,t)é(t)dt]\lfj(x)dx:/Qf(x)\lij(x)dx j=0,1,...,n (2.3)

En substituant la formule (2.2)dans le systéme (2.3)), on obtient :

n

> el

i=0 Q

\I/,-(x)—/\/Qk(x,t)\ll,-(t)dt]lllj(x)dx:/Qf(x)\llj(x)dx i=0.1,.m

On peut écrire ce dernier systéme sous la forme matricielle suivante :

MC=F

ou
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M = (mij)o<i j<n€st une matrice,avec :

iy — /Q[\Ifi(a:) —)\/Qk(x,t)\lfi(t)dt]\lfj(x)dx =01,

C' est un vecteur colone,avec :

C = [co,cl,...,cn]T

et F' = [Fy, Fy, ..., F,,] Test un autre vecteur colone,avec :

F; = /Qf(a:)\lf](x)dx j=0,1,...n

2.3 Exemple

On a une équation intégrale linéaire du deuxiéme espéce de Fredholm :

ola) =+ / (at)o(t)dt

ou f(x)=x , k(x,t)=uxt

Nous choisissons la base du Tchebychev

P(t) = co + 2tey + co(4t? — 1)

24
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on essaye de trouver les coefficients (g, ¢, o) & partir du systéme linéaire suivant :

1

(&) - / ()0t Uy) = (2,U;)  j=0,1,2

1

ou

/_[é(a:)—/_(xt)&(t)dt]Uj(x)dx:/_ 2Uj(z)dxr  ,j=0,1,2 (2.5)

1 1 1

En substituant (2.4) dans (2.5)), on obtient :

/_ > el - / (1) S Ui U () = /_ WUy@)de  j=0,1,2

ou encore :

1 -1

On a d’abord :
[h(@t)(co + 2ter + ex(482 = 1))dt = [ [wtco + 2atPcy + wey (487 — t)]dt
= =50t? [ +%t3 Ly et — #28%) [4
~myzm

_ 4dxcq
- 3

On résout le systeme (2.6) :

pour j=0, on a :

1 4 1
/ [co + 2zey + cp(4a? — 1) — zcl]ldx = / xdx
—1 —1

ce qui donne :

25
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et par suite :

2
260 + gCQ =0 (27)

Pour j=1, on a :

! dxcy L
/ [co 4 2zcy + co(42® — 1) — 3 |2xdx = / 22 dx

1 1

alors :

! 8x%¢c; !
/ [2xco + 4a%c) + co(87° — 27) — 3 |dx = / 222 dx

1 1

et par suite :

8 4
e = = 2.8
91~ 3 (28)
Pour j=2, on a :
1 4 1
/ [co + 2wy + cp(40? — 1) — $301]<4x2 —1)dz = / r(42® — 1)dx
-1 -1
alors :

423 8xt 222 162° 823 162* 422 474 22
(?—x)Co |1_1 +(T—7)01 |1_1 ( 5 3 T)cy |1_1 —( 12 —?)01 |1_1: (T_E) |1_1
ce qui implique :

2 46
- —co =10 2.9
3Co + 1562 (2.9)

Q
Il
<)
o
o
A
Q
N

3
I
noleo

26



Chapiter 2.Méthode de Galerkin

0
F=[0,20" =]
0

La solution approximée est :

ZCZ (1) = —2:5—3:1:

et la matrice (m;;) est la suivante :

i — /_ Ui() — /_ () UL (1) dt]U, () da

1 1

Pouri=j7=0,ona:

Mmoo f - fll xtdt]dx

Pouri=1et j=0,0ona:

= fll 2r — f | wt2tdt]dx
1 -
= J.[2 2Tt 2]

Pouri=2et j=0,0ona:

1

4,j=0,1,2

= [1[(42% = 1) — [1, at(4t® — 1)dt]dz

1

1 3

r.ol

Pouri=0et j=1,0n a:

27

1 23 w2
=f (4% = 1) = (%= — ) [L]de
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= fj1[1 — fjl xtdt]2xdx
= f_ll 2xdx
=0.

Pouri=0et j=2, 0ona:

1 1
Mmoo = / 11— / wtdt](42® — 1)dx
-1 -1

1
(422 — 1)dx

1

I
Wl —

Pouri=1et j=1,0ona:

1
[2I—/ 22t dt])2xdx
-1

22 — —— |' ||2zdx

/1 3
/ 2zt

Pouri=1et j=2 ona:

1 1
mi 2 :/ 2z —/ 2xt?dt] (4% — 1)dx

1 1

:/_1[23:_2%% 1 ](4a2 — 1)da

=0
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Pouri=2et j=1,0ona:

1
[(42* — 1) / ot(4t* — 1)dt]2xdx
-1

’—‘)—\

4% — 1)2xdx

I
\\

O

Pouri=2et j=2 ona:

Moo = /1 [(42% — 1) — /1 wt(4t* — 1)dt](42* — 1)dx

1

= / (42 — 1)(42* — 1)dx

Donc,

[N}
[a]
SIS

46
0 15

win

2.4 Application numérique

Nous allons présenter dans cette section des exemples sur les équations intégrales
linéaires de second type avec leurs solutions exactes. Nous chercherons leurs solu-
tions approximatives en utilisant la méthode de Galerkin basée sur les polyndémes de
Tchebychev. A la fin, nous fournirons une comparaison entre les résultats obtenus

en analysant I’erreur fois que nous changeons la valeur de n.

Exemple 2.4.1 Considérons l’équation
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telle que la solution exacte est ¢(x) = 3x.

Appliquons la méthode de Galerkin en utilisant les polynéomes de Tchebychev avec
n = 8, 'investigation numérique détermine les valeurs de parameétres inconnus ¢; qui

sont donnés dans le tableau suivant :

Co 0

c1 | 1.50000000000000

Co 0

c3 | —3.46944695195361e — 17

040

cs | ©.559111512312578e — 17

Cg 0

670

TAB. 2.1 — Table Parameétres inconnus déterminés par la méthode Galerkin

En remplagant les valeurs des parameétres du tableau et les polynomes de Tcheby-

chev dans I’équation ([2.2)), nous obtenons le polynéme approximatif pour la solution

¢(z)qui est donnée par :

d(z) = ©°5/562949953421312 — (37 x °3)/18014398509481984

+ (108086391056891921 * x)/36028797018963968

Pour estimer ’erreur dans la solution approchée, nous comparons la valeur appro-

chée et la valeur exacte de I’exemple, puis calculons la différence entre elles. Cette
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différence nous donne une idée du degré de précision de la solution approchée, la
solution exacte ¢(x;) et les valeurs de &(xl) pour i = 1,...,11 sont donnés dans le

tableau suivant :

Ty sol.exact | sol.appro | erreur
-1 -3 -3 0
—0.8000 | —2.4 —24 0
—0.6000 | —1.8 —-1.8 0
—0.4000 | —1.2 —-1.2 0
—0.2000 | —0.6 -0.6 0
0 0 0 0
0.2000 | 0.6 0.6 0
0.4000 1.2 1.2 0
0.6000 1.8 1.8 0
0.8000 |24 2.4 0
1 3 3 0

TAB. 2.2 — Table Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

On remarque a travers le tableau que les solutions approchées sont identiques
aux solutions exactes, donc il n’y a pas d’erreur. Cela indique que la méthode de
Galerkin avec les polyndémes de Tchebychev fournit un rapprochement parfait par sa
précision pour résoudre les équations intégrales linéaires de deuxiéme espéce. Voici
des exemples que nous avons trouvés dans un articl([3]), résolus en utilisant la mé-
thode de Galerkin avec les polynémes de Tchebychev de premiere espece. Nous les

avons résolus & nouveau en utilisant les polynémes de Tchebychev de sconde espece.
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Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

— sol-exacte
2t *  sol-appro

sol
o

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xn

FiGc. 2.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

Exemple 2.4.2 Considérons [’équation
9 1
gb(x):xE’—?vl—I?—l-/ tv1—$2§b(t)dt
-1

telle que la solution exacte est ¢(x) = x°.

Les résultats numériques pour n = 5 des coefficients ci sont donnée dans le tableau

suivant :

co | 2.288596589936348e17

c1 | 0.158730158730159

co | 4.979627287569227¢18

cs | 0.138888888888889

cq | 0.138888888888889¢ — 21

TAB. 2.3 — Table ParamEtres inconnus dEterminEs par la mEthode Galerkin pour

n=>5

La solution approchée est donné par :
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é(:c) = —(89%x"4)/2361183241434822606848+(10+x"3) /94 (235492 "2) /1180591620717411303424
— (5% x)/21 4 726271825429853,/40564819207303340847894502572032.

Les valeurs de ¢(x;) et de ¢(x;) sont donnés dans le tableau suivant :

TAB. 2.4 — Table Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

n=>s

Les résultats numériques pour n = 8 des coefficients ¢; sont donnée dans le tableau

suivant :

Ty sol.exact | sol.appro | erreur
-1 -1 —0.8730 | 0.127
—0.8000 | —0.32768 | —0.3784 | 0.05072
—0.6000 | —0.07776 | —0.0971 | 0.01934
—0.4000 | —0.01024 | 0.0241 0.03434
—0.2000 | —0.00032 | 0.0387 0.03902
0 0 0 0
0.2000 | 0.00032 —0.0387 | 0.03902
0.4000 | 0.01024 —0.0241 | 0.03434
0.6000 | 0.07776 | 0.0971 0.01934
0.8000 —0.32768 | 0.3784 0.05072
1 1 0.8730 0.127
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Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée
1 T T T T T T T T T

¥*
08 [ 1

06
04

02

of * X

sol

-02

-04

-0.6 [

-08 [
*

-1

L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xn

FiG. 2.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n=>5

co | 4.87449945530373 e — 17

c1 | 0.156250000000000

co | 4.93410022813060 e — 18

cs | 0.125000000000000

cq | —6.49460233339829 e — 18

cs | 0.0312500000000000

ce | 1.69591410983195 e — 18

cr | —1.38777878078145 e — 17

TAB. 2.5 — Table Parameétres inconnus déterminés par la méthode Galerkin pour

n=8
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La solution approchée est donné par :

$(x) = —2"7/562949953421312 + (8397759919 * 2" 6)/77371252455336267181195264
+ (1125899906842627 * 2 5),/1125899906842624
— (37074256333 % " 4) /154742504910672534362390528
— (5% 2°3)/4503599627370496 + (2676534057 + °2)/19342813113834066795298816

+ 2/9007199254740992 + 722467094433015/20282409603651670423947251286016

Les valeurs de ¢(x;) et de ¢(x;) sont donnés dans le tableau suivant :

TAB. 2.6 — Table Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

n=~,

On remarque que 'erreur est plus petite, donc la solution approximée est mielleure.

Tn sol.exact | sol.appro | erreur
—1 —1 —1 0
—0.8000 | —0.32768 | —0.3277 | 0.00002
—0.6000 | —0.07776 | —0.0778 | 0.00004
—0.4000 | —0.01024 | —0.0102 | 0.00004
—0.2000 | —0.00032 | —0.0003 | 0.00002
0 0 0 0
0.2000 | 0.00032 | 0.00032 |0
0.4000 | 0.01024 | 0.0102 0.00004
0.6000 | 0.07776 | 0.0778 0.00004
0.8000 | —0.32768 | 0.3277 0.00002
1 1 1 0
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Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

08 F sol-exacte
*  sol-appro

06 [
04

02

sol

ot

-02

-04

-06

-08 1

-1

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xn

FiG. 2.3 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n==8

Exemple 2.4.3 Considérons [’équation
9 1
¢(r) = z* — ?\/1 — 2 +/ (t* + V1 — 22¢(t)dt
-1

telle que la solution exacte est ¢(z) = 22

Les résultats numériques pour n = 4 des coefficients ci sont donnée dans le tableau

suivant :

co | 0.128571428571429

C1 0

co | 0.214285714285714

C3 0

TAB. 2.7 — Table Parameétres inconnus déterminés par la méthode Galerkin pour

n—4

La solution approchée est donné par :
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d(z) = (62°2)/7 — 3/35.

Les valeurs de ¢(x;) et de ¢(z;) sont donnés dans le tableau suivant :

Tp sol.exacte | sol.appro | erreur
-1 1 0.7714 0.2268
—0.8000 | 0.64 0.4629 0.1771
—0.6000 | 0.36 0.2229 0.1371
—0.4000 | 0.16 0.0514 0.1086
—0.2000 | 0.04 —0.0514 | 0.0914
0 0 —0.0857 | 0.0857
0.2000 | 0.04 —0.0514 | 0.0914
0.4000 | 0.16 0.0514 0.1086
0.6000 | 0.36 0.2229 0.1371
0.8000 | 0.64 0.4629 0.1771
1 1 0.7714 0.2268

TAB. 2.8 — Table Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

n=4

Les résultats numériques pour n = 8 des coefficients ci sont donnée dans le tableau

suivant :
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Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée
1 T T T T T T T T T

0.8

06 [

SOL-EXACT
% SOL-APPRO

02

* *

0.2 L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xn

Fic. 2.4 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n=4

co | 0.125000000000000

C1 0

c2 | 0.187500000000000

C3 0

cq | 0.0625000000000000

Cs 0

ce | 1.38777878078145¢e — 17

070

TAB. 2.9 — Table Parameétres inconnus déterminés par la méthode Galerkin

La solution approchée est donné par :

gg(x) = x76/1125899906842624 + (4503599627370491 * 2" 4)/4503599627370496

+ (3% 2°2)/9007199254740992 — 1/72057594037927936

Maintenant, les valeurs de ¢(z;) et de ¢(z;) sont donnés dans le tableau suivant :
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Tp sol.exacte | sol.appro | erreur
—1 1 1 0

—0.8000 | 0.64 0.4096 0.2304
—0.6000 | 0.36 0.1296 0.2304
—0.4000 | 0.16 0.0256 0.1344
—0.2000 | 0.04 0.0016 0.0384
0 0 0 0

0.2000 | 0.04 0.0016 0.0384
0.4000 | 0.16 0.0256 0.1344
0.6000 | 0.36 0.1296 0.2304
0.8000 | 0.64 0.4096 0.2304
1 1 1 0

TAB. 2.10 — Table Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

pour n=8

On remarque que 'erreur est grande dans cet exemple.

Comparaison entre la solution exacte et la solution approché
1 T T T T T T T T T

09
08

0.7

305
04
03 f
02f

01

*

— sol-exacte
% sol-appro

0
-1

FiG. 2.5 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n==8
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Chapiter 2.Méthode de Galerkin

Nous remarquons a partir des trois exemples que plus la valeur de n augmente, plus
la solution approchée se rapproche de la solution exacte. De plus, plus le noyau est

simple et non complexe, plus ’erreur est réduite.
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Conclusion

A travers notre étude numérique, nous avons réussi a obtenir des solutions approxi-
matives pour des équations intégrales linéaires de sconde espéce en utilisant la mé-
thode de Galerkin. Nous avons analysé I'erreur résultante de ces solutions approxi-
matives, ce qui constitue une étape importante pour comprendre la précision et

Iefficacité de la méthode utilisée.

eLes résultats ont montré que les solutions approximatives se rapprochent considéra-
blement des solutions exactes a mesure que le nombre des fonctions de base utilisées
augmente, ce qui signifie le taux d’erreur diminue progressivement avec I’améliora-
tion de la précision de 'approximation, renforcant ainsi ’efficacité de la méthode de

Galerkin pour résoudre ce type d’équations.
o]l a été observé que plus le noyau est complexe, plus les erreurs sont nombreuses.

Bien que les résultats obtenus soient positifs et prometteurs, ’etude de le convergence
reste une compososante cruciale pour garantir la précision et la stabilité des solutions

dans diverses applications.
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Annexe A : Les cods MATLAB

Exemple 2.4.4 clear all

N=§;

%polynomes Chebyshev

syms x t n%Chebyshev

K=x%;

Tt=chebyshevU([0, 1, 2,3,4,5,6,7], t) ; %de second kind
Tr=chebyshevU([0, 1, 2,3,4,5,6,7], x);

I=@(n)int(K*Tt(n),t) ;1I=Q(n) (subs(I(n),t,1)-subs(I(n),t,-1));
Ti= @(n) ((Ta(n))-lI(n));

=x;F=Q@Q(n)int(f*Tx(n),z);

%% % % % Matriz

A=zeros(N,N) ;

for j=1 :N

fori=1:N
Al(i,g)=subs(int(T1(j)*Tx(i)),x,1)-subs(int(T1(j)*Tx(i)),x,-1) ;end
end

FF=zeros(N,1);
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Annexe A : Logiciel Matlab

for i=1 :N

FF(i)=subs(F(i),z,1)-subs(F(i),z,-1)

end

C=inv(A)*FF

9% 9 9 % % % % % % % % Approzimate solution

Y=C(1)*Tw(1)+C(2)*Tu(2)+C(3)*Ti(3)+C(4) *Tx(4)+C(5) *T(5)+C(6) *T(6)+C(7) *Tx(7) +
9 9% % % % % % % % % % % % % Figure

ex=Q(z) 3.%z; m=10; h=2/m: an=-1 :h :1;

plot(an,ex(an), 'r-")

hold on

plot(xn,subs(Y,x,an), b*’)

Exemple 2.4.5 clear all

N=8;

%polynomes Chebyshev

syms xtn

%Chebyshev

K=t*sqrt(1-z.72);

Tt=chebyshevU([0, 1, 2,8,4,5,6,7], t) ; %de second kind
Tr=chebyshevU([0, 1, 2,3,4,5,6,7], x);
I=@(n)int(K*Tt(n),t) ;1I=Q(n) (subs(I(n),t,1)-subs(I(n),t,-1));
T1= @(n) ((Tx(n))-1l(n));

[=x75-(2/7) *sqrt(1-x.~2) ;

F=@(n)int(f*Tx(n),x);

%% % % % Matriz
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Annexe A : Logiciel Matlab

A=zeros(N,N);

for j=1 :N

for i=1 :N

A(ij)=subs(int(T1(j) *Tx(i)),z,1)-subs(int(T1(j) *Tx(i)),z,-1) ;
endend

FF=zeros(N,1) ;

for i=1 :N

FF(i)=subs(F(i),x,1)-subs(F(i),z,-1) ;

end

C=inv(A)*FF

9% 9% 9 % % % % % % % % % % % % Approzimate solution
Y=C(1)*Tx(1)+C(2)*Tu(2)+C(3)*Ta(3)+C(4) *Tr(4)+C(5)*Tu(5)+C(6) *Tw(6)+C(7) *T(7)+
GGG %% %% %% %% %% Figure

ex=@(x) .5 ;m=10:h=2/m ; an=-1 :h :1;

plot(xn,ex(an), 'r-’

hold on

plot(xn,subs(Y,z,2n), b*’)

%% Jerreur

Yer=ez(n);

err=Y-Yex
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Annexe A : Logiciel Matlab

Annexe B : Abréviations et

Notations

A . opérateur linéaire.
(.,.) . produit scalair.
{en}ns1 © systeme orthonormé.
N : llensemble denombers naturels.
L2 . llespace des fonctions carré intégrable.
R : llensemble denombers reéls.
R . llensemble des vecteurs de dimension n,a coordonnées reélles.
C . llensemble denombers complexes.
le corps.
exp . exponontiel.
At : opérateur inverse.
XQ . fonction caracteristique.
K(z,t) : noyaude llequation intégrale.
C(Q) : llespace des fonctions continues sur €.
o(x) . fonction inconnue.
o(x) solution approchée.
P, (x) Polynome de degré n
T, (x) Polynome de Tchebychev de premiere espece de degré n.
Un () Polynome de Tchebychev de deuziéme espece de degré n.
L, (z) polynome de Legendre de degré n.
Vo () Polynome de Laguerre de degré n.
H, () Polynome de Hermite de degré n.
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Résumé
On s'intéresse a la resolution numérique des équations intégrales linéaires de
Fredholm et de Volterra de seconde espéce. On étudie I'existence et l'unicité de la
solution en utilisant la théorie des opérateurs. Puis on applique la méethode de
Galerkin avec les polynémes de Tchebychev comme fonctions d'approximation.
On donne a la fin des exemples numériques.

Mots clés : équation intégrale de Fredholm, équation intégrale de Volterra,
méthode de Galerkin, les polynémes de Tchebychev

Abstract
We are interested in the numerical resolution of linear integral equations of
Fredholm and Volterra of the second kind. We study the existence and
unigueness of the solution using operator theory. Then, we apply the Galerkin
method using Chebyshev polynomials as approximation functions. Finally, we
provide numerical examples.

Keywords
Fredholm integral equations, Volterra integral equations, Galerkin method,

Chebyshev polynomials.



	Remerciements
	Table des matières
	Table des figures
	Liste des tables
	Introduction
	blueEquations intégrales
	Rappel
	Espace Normé
	Espace de Hilbert
	Opérateur linéaire borné

	Equation intégrale linéaire
	Classification des équations intégrales

	Relation entre les équations différentielles ordinaires et les équations intégrales
	Existence et unicité de la solution des équations intégrales linèaires de seconde espèce
	Théorie de Riesz_Fredholm


	blueMéthode de Galerkin
	Les polynômes orthogonaux
	Espace des polynômes
	Orthogonalité
	Quelques exemples classiques de polynômes orthogonaux

	La méthode de Bubnov Galerkin
	Exemple
	Application numérique

	الملخص
	الكلمات المفتاحية :

	Résumé
	Abstract
	Keywords

