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Notations et symbols

Voici une explication des abréviations et notations utilisées dans ce mémoire :

p.s Presque stiremente.

P—p.s Présque siiremente pour la mesure de probabilité.
v.a Variable aléatoire.

EDS Equation Différentielle Stochastique.
BDG Inégalité de Burtholder -Davis -Gundy.
Fi Filtration.

MB Mouvement Brownien

(Q,F,P) Espace de probabilité.

R¢ Espace réel euclidien de dimension d
Rn>m Eensembel des matrice réelles n x m
B(.) Tribu Borélienne.

sAt min(s,t)

EX] Espérance mathématique de v.a X



Introduction

Les équations différentielles stochastiques (EDS) apparues au début du 20e siécle,
ces équations ont initialement servi & modéliser des phénomenes physiques intégrant
des éléments aléatoires essentiels. Norbert Wiener, I'un des pionniers de ce domaine,
a posé les bases de la modélisation stochastique avec ses travaux sur le mouvement
brownien. Par la suite, Kiyoshi It6 a enrichi ce domaine en développant le calcul
stochastique en 1942. It6 a développé la théorie des EDS pour étudier les trajectoires
des processus de diffusion. Depuis lors, les EDS ont trouvé des applications dans

divers domaines, notamment la finance, la physique, la biologie et I’'ingénierie.

L’analyse de la stabilité des systémes dynamiques a débuté avec les travaux pion-
niers de Henri Poincaré et Lyapunov. Lyapunov, en particulier, a développé des
méthodes pour étudier la stabilité des solutions des équations différentielles ordi-
naires (EDO). Ces méthodes ont ensuite été adaptées pour les EDS par Kiyosi Ito,
son calcul stochastique, en particulier I'intégrale d’Ito, a permis d’analyser les pro-
cessus stochastiques de maniére rigoureuse, ce cadre a été essentiel pour étudier la
stabilité des solutions des EDS, car il permet de manipuler les termes aléatoires dans

les équations.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés de stabilité des solutions
des équations différentielles stochastiques. Il est bien connu que les propriétés de
stabilité des systémes dynamiques déterministes ou stochastiques sont cruciales dans

I’étude de tels systemes. Cela signifie que les trajectoires ne changent pas trop sous



Introduction

de petites perturbations. En utilisant les arguments habituels du calcul stochastique,
nous étudions la stabilité par rapport aux conditions initiales et aux coefficients et la
convergence des approximations successives de Picard, ces propriétés seront étudiées
sous la condition de Lipschitz. En outre, on va étudier la stabilité sous la condition
d’unicité trajectorielle, dans cette partie, nous étudions les mémes proriétés que dans
la partie précédent, mais avec ’hypothése de Lipschitz en moins. Cette absence de
régularité apporte une diffculté cruciale, die au fait qu’on ne peut plus appliquer le
lemme de Gronwall, on suppose a la place seulement une hypothése de continuité et
de bornitude des coeffcients et 'unicité trajectorielle des solutions. Les principaux
outils utilisés dans les démonstrations sont le fameux théoréme de Skorokhod et les

critéres de tension de Kolmogorov. [11 [5, [6].

Ce mémoire est structuré en trois chapitres, abordant différentes problématiques liées
a la stabilité des solutions d’équations différentielles stochastiques (EDS). Voici un

apercu du contenu de ces chapitres :

Premier chapitre : C’est une introduction aux processus stochastiques, aux notions
de mouvement Brownien et de martingales, est aussi sur l'intégrale stochastique et

I’équation différentielle stochastique.

Deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous étudions certaines propriétés des
EDS telles que les propriétés d’existence, d’unicité et de la stabilité des solutions par
rapport aux conditions initiales, aux coefficients et la convergence des approximations

successives de Picard dans le cas ot les coefficients sont Lipschitziens.

Troisiéme chapitre : Nous avons étudié les mémes propriétés que dans le deuxiéme

chapitre, mais sans ’hypothése de Lipschitz sur les coefficients.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Ce chapitre vise a revisiter les définitions et les caractéristiques du calcul stochastique
ainsi que ses résultats clés, tels que les processus stochastiques, les mouvements

browniens, les martingales... etc, en vue de les appliquer dans la suite (Voir [4])

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique (ou fonc-
tion aléatoire) est une famille de variables aléatoires (Xy;t € [0,00]) définies sur le

méme espace de probabilité.

Remarque 1.1.1 L’application t € T — X; (w) est appelée la trajectoire du pro-

cessus stochastique.

Définition 1.1.2 (Modification) On dit que deux processus X et'Y sont égaux a

une modification prés siVt <T on a P(X; =Y;) =1 C’est- a-dire :
Vvt <T, Xi(w) =Y (w) P—P.s.

Définition 1.1.3 (Indistingable) Deux processus X et'Y sont dits indistingables

3



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

st P—p.s les trajectoires de X et'Y sont les mémes,C’est- a-dire :
P(X;, =Y, vteT)=1.

Définition 1.1.4 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tri-
bus de F, c’est-a-dire :
Vs <t = F; C Fr.
1. L’espace (2, F, (F:),P) s’appelle espace filtré.

2. On dit qu’un espace filtré (2, F, (F;),P) satisfait les conditions habituelles si :

i. Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy i.e N C Fy.

ii La filtration est continue & droite i.e : F; = Qth,Vt.
s_

Définition 1.1.5 (Filtration naturelle) Filtration naturelle (propre) d’un proces-

sus X = (Xi)ier est définie par
Fi=0Xs:s<t teT),

F; est la classe des événement que 1’on peut identifier au temps .

Remarque 1.1.2 1. Une filtration {G;,t € T'} est dite plus grosse que la filtration
{FiteTYysiF, cG VteT.

2. Une filtration est continue & droit si F; = F+ = ﬂtfs.
s>

3. Une filtration est continue & gauche si Fy = Fi- = o L<ths).
S

Définition 1.1.6 (Processus adapté) On dit qu’un processus X est adapté par

rapport & la filtration (F), 0,80 pour tout t, X; est Fi-mesurable.

Remarque 1.1.3 Un processus X est toujours adapté a sa filtration naturelle.
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Définition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus X est dit mesurable si
Uapplication (t,w) — X,(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport

B(R,)® Fet B(R?).

Définition 1.1.8 (Processus continu) On dit que le processus est & trajectoires
continues (ou est continu) si les applications t — X (w) sont continues pour presque

tout w.

Définition 1.1.9 (Processus cadlag) Le processus X est dit cadlag si les trajec-

toires sont continues a droite, pourvu de limites & gauche.

Définition 1.1.10 (Processus caglad) Le processus X est dit caglad si les trajec-

toires sont continues a gouche, pourvu de limites a droite.

Définition 1.1.11 Deux processus sont égaux en loi X Y s pour tout (t1,ta, ..., t,)

loi

et pour tout n on a (X, Xy, ooy Xt,,) = (Yo, Yagy o Y2, )

Définition 1.1.12 (Processus progrressivement mesurable) On dit que X est
un processus progressivement mesurable si pour tout t € T, Uapplication (w,s) —
X(w,s) définie sur Qx [0,t] dans R? est mesurable par rapport a F @ B([0,])et
B(R?).

1.1.1 Martingales

Définition 1.1.13 Une famille de variables aléatoires (Xy,t € [0, 00[) est une mar-

tingale par rapport a la filtration (F;) si t.

1. X, est F;—mesurable et intégrable pour tout t.

2. Vs <'t,

B(X:/Fs) = X
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Définition 1.1.14 Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0,00[) est une sur-

martingale (resp. sousmartingale) par rapport o la filtration (F;) si :

1. X, est F;—mesurable et intégrable pour tout t.

2. E(Xy|Fs) < X5, Vs <t (resp. E(X|F's) > X§).

Remarque 1.1.4 X, est une martingale si il est a la fois une sous-martingale et

sur-martingale.

1.1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.1.15 Le processus (By,t > 0) est un mouvement Brownien (standard)
St :
1. By =0P —p.s,
2. Vs < t, By — B, est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance
(t—s).
3. Vn, Vt;, 0 <ty < ty... <t,, les variables (By, — By, _,, ..., By, — By,, By,) sont
indépendantes.
La propriété 2 est la stationarité des accroissements du mouvement Brownien,

La propriété 3 traduit que le mouvement Brownien est & accroissements indépen-

dants.

On peut aussi écrire 3 sous la forme équivalente suivante : Soit s < ¢. La variable

B; — By est indépendante de la tribu du passé avant s, soit o(B,,u < s).

Propriétés 1.1.1 Dans ce qui suit, B = (By;,t > 0) est un mouvement Brownien et

Fi = 0{Bs,s <t} est sa filtration naturelle.

1. Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son espé-

rance nulle et sa covariance Cov(By, Bg) = s A t.

6



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Preuve. La covariance est égale & E(B;Bs) car le processus est centré.
Si s <t,E(B;Bs) = E((B; — Bs)Bs + B?) = E(B; — Bs)E(B;) + E(B?) = 5

2. Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien, alors —B; est un mouvement Brow-

nien.

3. Pour tout s, le processus (W;,t > 0) défini par W; = B, s — Bs est un mouve-

ment Brownien indépendant de F.
4. Les trajectoires du mouvement Brownien sont continues.

5. Le processus B est une martingale. Le processus (B? —t,t > 0) est une martin-
gale. Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X?—t,t > 0)

sont des martingales, X est un mouvement Brownien.
6. Soit By et By deux MB indépendants. Le produit By Bs est une martingale.

7. Pour tout A réel, le processus (exp(AB; — $A*),t > 0) est une martingale.

1.1.3 Intégrale stochastique

Soit (2, F, (F; )i>0, P) un espace de probabilité filtré (F;);>o est une filtration de F
satisfait conditents usuelles et B = (B;);>0 est un mouvement brownien définit dans

cet espace.

Définition 1.1.16 Une intégrale stochastique est une intégrale de la forme fot XsdBg,avec

X un processus stochastique et B est un mouvement brownien.

L’intégrale stochastique possede les propriétés suivantes :

1. La linéarité : Soit a et b des constantes, et X et Y deux processus alors :

t t t
/(aX8+bYS)stza/ Xsst+b/ Y,dB,.
0 0 0
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2. Propriétés de martingale : Soit M; = fot X,dB,, alors le processus M est

une martingale.

3. L’additivité, pour 0 < s <k <t <T.

t k t
/ XsdB; :/ XsdBs —|—/ XsdB;.
0 0 k

1.1.4 Processus d’Ito

Définition 1.1.17 Un processus X = (Xi)o<i<r est un processus d’Ito si :

t t
Xy =x+ / byds + / o.,dBy,
0 0

b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifant les conditions :

fot |bs| ds < o0 et f(f o] ds < 0.

On utilise la notation plus concise suivante

dXt = btdt + UtdBt
XO =T

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.
Propriété 1.1.1 On a E(X;) = E(z) + fot E(bs)ds.

Proposition 1.1.1 (Intégration par parties) Si X etY sont deux processus d’ito,

alors :

t t
XY, = XoVe + / X,dY, + / Y,dX, + (X, V).
0 0

on pose :

t
<X, Y)t = / O'S.O';dS et dXt = btdt + O'tdBt.
0
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Crochet d’un processus d’It6

Soit M une martingale continue de carré intégrable. Il existe un processus croissant
continu A tel que (M2 — A;,t > 0) est une martingale. Le processus A est appellé le

crochet de M. On le note trés souvent A, = (M, M), ou encore (M);.

Propriétés 1.1.2 1. Le crochet du Brownien est t

2. Le crochet de l’intégrale stochastique M; = fot X,dB; est fot X2ds.

Formule d’It6 :

Dans ce qui suit, X est un processus d’It6 de décomposition dXt = b;dt + o,dB;.

1. Premiére forme : Soit f une fonction de R dans R, de classe C? a dérivées

bornées. Alors
t ! ]. t 1"
FOX) = £00) + [ Fxpixe+ 5 [ (Xoas
0 0
Cette formule s’écrit sous forme condensée comme suit :
1 1"
df (Xy) = f/(Xy)d X, + §f (Xs>‘7§d5;

ou encore :

1
df(Xt) = f/(Xt)btdt + §f”(Xt)O't2dt + f,(Xt>O'tdBt,
1 /
%) = (X + 31" (X002 ) e+ f (o
et en utilisant le crochet, on a :

df (Xi) = f/(Xe)bedt + %f”(Xt)d<X>t + f'(Xi)odB;.

La condition de bornitude des dérivées n’est exigée que pour 'existence des intégrales

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

et pour la propriété de martingale de 'intégrale stochastique.
2. Fonction dépendant du temps :

Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C! par rapport a t, de classe C? par

rapport & z, a dérivées bornées, on a :

t t 1 [t
£(6.X) = 50X+ [ fis. X ds+ [ fsX)aXes g [ fL s X0l
0 0 0
ou sous forme condensée :

1
df (t, X;) = fi(t, X)dt + fL(t, X;)d X, + §f;’x(t,Xt)a§dt.

1.1.5 Quelque Résultats importants

Inégalité de Doob : Si (X;);>¢ est une martingale continue, alors

E[ sup |X;|] <4E[ sup |Xt|2].

0<t<T 0<t<T

Inégalité de Holder : Soit p, ¢ €]1, +00] tel que ¢ est I'exposant conjugué de p. Si
f,g € C([a,b],R) alors :

[ 1541 < (/ab|pr);.(/abrgrq)é.

Inégalité de Cauchy-Schwarz ( cas particulier de Holder ) : Si f,g €

[ 1541 < (/abuﬁ)é.(/abmf)é.

Inégalité Burkhoder-davis-Gundy "BDG" : Soit M; une martingale. Vp > 0,

C ([a,b] ,R) alors :

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

on a :

ya
2

¢, [(M, M) ] < E[(M*)] < C,E [(M, M>%] .

avec M = sup {|M;| /s <t}, et ¢, , Cpsont des constantes positives.

Lemme de Granwall : Soit 7" > 0 et g une fonction positive mesurable bornée

telle que :

¢
g(t)§a+b/ g(s)ds Vt<T.
0

Alors, on a pour tout ¢ € [0, 7] :

g(t) < aexp(bt).

11



Chapitre 2

Stabilité de la solution des
équations différentielles

stochastiques : cas Lipschitz.

Dans ce chapitre, nous envisageons d’étudier les questions de stabilité des solutions
par rapport aux données initiales, aux coefficients et la convergence des approxima-
tions successives de Picard, en considérant que les coefficients satisfaisant la condition
Lipschitzienne. Les propriétés de stabilité pour les systéemes, aussi bien déterministes

que stochastiques, sont cruciales dans I’étude qualitative de ces systémes.

La stabilité des systémes dynamiques par rapport & de petites perturbations est
sensible aux changements des conditions initiales et des coefficients des équations,

ainsi qu’a tout autre parameétre important pour le systéme considéré 5], 1], 3].

2.1 Préliminaires et hypothéses

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité, équipé d’une filtration (F;), satisfaisant les

conditions usuelles, et (B;) un mouvement brownien.

12
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Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme
t t
X; = :1:+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dBs
0 0

ou sous forme condensée

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt
X() =T

ou b est le drift et o est le coeflicient de diffusion.

Une solution d’une équation différentielle stochastique est un processus X qui satis-
fait I’équation pour tout ¢ € [0, T7.
Les hypothéses suivantes seront prises en compte tout au long de ce chapitre.

(H,) (Condition de la croissance linéaire) Supposons que

b:[0,T] x R — R4

o:[0,7] x R - R? ® R

sont des fonctions mesurables de Borel et il existe C' > 0 tel que pour tout
(t,z) € [0,T] x R?
[b(t, 2)| + |o(t, )| < C(1L + [x]) (2.2)

(H,) (Condition de Lipschitz) Il existe L > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 7], z,y € R?

[b(t, 2) = b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < L]z -y

Remarque 2.1.1 La condition (H;) est une condition suffisante pour la non-explosion

des solutions et la condition (Hs) garantit que l’eds a une solution unique.

13
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Les conditions (H;) et (Hs) s’expliquent facilement au vu des deux exemples simples

d’équations différentielles déterministes suivants (i.e. o =0 ) :

1. On a I’équation suivante :

correspondant & b(z) = z%(qui ne satisfait pas H;) a la (unique) solution

1
X,=——0<t<l.
t 1 ¢ =~
Ainsi, il est impossible de trouver une solution globale (définie pour tout t) dans ce
cas. Plus généralement, la condition de la croissance linéaire garantit que la solution
Xi¢(w) de 'équation différentiel stochastique ne diverge pas, c’est-a-dire que | X (w)]

ne tend pas vers U'infini en un temps fini ( la solution n’explose pas )
2. L’équation
dX, = 3X3dt,
XO — O,

a plus d’une solution. En fait, pour tout a > 0 la fonction

0 pourt<a,
Xt -
(t—a)® pourt>a,

est une solution de I’équation (2.3)). Dans ce cas, b(x) = 3% ne satisfait pas la

condition de Lipschitz (Hz) en = = 0.

Ainsi, la condition (Hz) garantit que 1’équation différentiel stochastique a une solu-
tion unique.
Le théoréme suivant aborde une question fondamentale dans I’étude des équations

différentielles stochastiques, il établit les conditions sous lesquelles on peut garantir

14
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Pexistence et 'unicité de la solution a une EDS donnée.

Théoréme 2.1.1 (Existance et unicité) Sous les hypotheses (H;) et (Hs), I'équa-

tion [2.1] admet une solution unique telle que :

T
E [/ | Xy|2dt < oo}
0

Preuve. Voir ([2]) =

2.2 Stabilité de la solution d’équation différen-

tielle stochastique

2.2.1 Stabilité par rapport a la condition initiale

Dans cette partie du chapitre, nous étudierons la stabilté par rapport aux petits

perturbations sur la condition initiale, nous désignons par (X;) la solution unique

Soit ’EDS suivant :

dX} = b(t, X]")dt + o(t, X}")dB;

n __ n
Xy ==

Théoréme 2.2.1 Supposons que b et o satisfaisant (H;) et (Hz), alors la suite (X7}*)

converge vers X; la solution unique de 1’équation [2.1]i.e :

lim Efsup |X] — X;*] =0

n—oo t<T

Preuve. En utilisant I'inégalité élémentaire |a + b + ¢|* < 3 (|a|*> + [b]* + |c|?) nous

15



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques a coefficients Lipschitziens

avons :

t 2
E {sup | X] — Xt|2} <3|z, —z|° +3E {sup/ |b(s, XI') — b(s, Xs)] ds]
t<T 0

s<t

s<t

t 2
+3E [sup/ lo(s, X2) — (s, Xs)| stl
0

Une application des inégalités de Cauchy-Schwartz, Burkholder-Davis—Gundy et la

condition de Lipschitz ( I'hypothése Hy ) nous donne :

t
E [sup X7 — Xﬂ <3|z, —z|* +3TE [/ b(s, X™) — b(s, X,)|? ds]
t<T 0
t
+3C,E [/ lo(s, X™) — o (s, X,)|° st}
0
t
< 3|z — x|? 4+ 3(T 4 Cy) L? V E[IXI— XS|2]] ds
0

t
< 3@, — x| +3(T + 02)L2/ E {sup | X7 — X3|2} ds.
0

s<t

Enfin, nous appliquons le lemme de Gronwall pour conclure que :

E {Sup | X} — Xt|2} < 3|z, — x| exp[3(T + Cy)L*].

t<T

et comme lim x,, = x, alors nous obtenons

n—oo

lim E {sup | X3 — Xt|2] = 0.

n—-+00 t<T

2.2.2 Stabilité par rapport aux coefficients

Dans cette partie, nous établirons la stabilité de la solution d’une EDS par rapport

aux petits perturbation sur les coefficients b et o.
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques a coefficients Lipschitziens

Considérons des suites de fonctions (b,,) et (0,,) et considérons ’équation correspon-

dante :

dX] = b,(t, X}")dt + o,(t, X}')dB
= bt X7V + (1, X7) D o
Xy = .

Théoréme 2.2.2 Supposons que les fonctions b (¢, z), b, (t,x), o (t,x)et o, (t,x)
satisfaisant (Hp) et (Hy). Supposons en outre que pour chaque 7' > 0 et chaque

ensemble compact K il existe C' > 0 tel que

(@) sup (b (8, 2)] + fon (1 2)]) < C (1 + [2])

(#7) lim sup sup |b, (t,z) —b(t,x)| + |0y (t,z) — o (t,2)] =0
n—00 4T pek

alors

lim £ {sup | X7 — Xtﬂ =0

n—oo t<T

ou (X7') et (X;) sont respectivement des solutions des équations (2.4)) et (2.1)).

Preuve. Pour chaque n € N, soit (X}') une suite de solution de (2.4)), En utilisant

I'inégalité élémentaire |a + b + c|? < 3 (|al? + |b]? + |c[?), on a :

t 2 ¢ 2
pgz_xfss( / |bn<s,xs>—bn<s,xs>|ds) +3( / |bn<s,xs>—b<t,Xs>|ds)
0 0
2
+3

2

+3 /0 (o (8, X7) — 0, (5, X)) dBg /0 (o0 (8, X5) + 0 (s,X,)) dBs

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz, de Burkholder-Davis—Gundy et la

condition de Lipschitz, on trouve que :

¢
E {sup | X7 — Xt’2] <3(T+ C’)Lz/ E[|X] - Xsﬂ ds
0

t<T

+3(r'+C)E {/0 by, (s, Xs) — b (3,X5)|2 + o, (s, Xs) — 0 (8,Xs)’2 ds

17



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques a coefficients Lipschitziens

T
E [sup X7 — Xﬂ < 3(T + C)Lz/ E[|X! - X, ds + K,
0

t<T

T
<3(T+ C’)LQ/ E [Sup | X7 — X5|2] ds + K,
0

s<t

avee K, = 3(T + C)E | [y b (5, X,) = b (5, X,)* + o (5, X,) = r (5, X,)[ ds|

Une application du lemme de Gronwall nous permet d’obtenir :

E [sup X — X,ﬂ < K,exp3(T + C)L*T

t<T

En utilisant les hypothéses (i) et (i) du théoréme, il est facile de voir que K,, — 0

lorsque n — oo ce qui réalise la preuve. m

2.2.3 Convergence des approximations successives de Picard

Supposons que b(t, z) et o(t, x) satisfaisant aux hypotheses (Hy), (Hz). Nous allons
démontrer la convergence du schéma d’itération de Picard. Ce schéma est utile pour
les calculs numériques de la solution unique de [2.1] Soit (X?) = = pour tout ¢ € [0, T]

et définissons (X7"!) comme solution de 'EDS suivant :

dX; = b(t, X)dt + o(t, XI)dB;,

Xt =g,

Théoréme 2.2.3 Sous les hypothéses (H;) et (Hs), la suite (X™) converge vers

'unique solution de 2.} i.e :
lim £ [sup|Xt” - Xt|2] = 0.
n—00 t<T

Preuve. Soit n > 0, en appliquant les arguments habituels tels que 'inégalité de

Cauchy-Schwartz et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour la partie martin-
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques a coefficients Lipschitziens

gale, nous obtenons :

t 2
XPH - XIP <2 ( [ 1vts. 3 - b(s,X:-mds)
0

t 2
2 ( [ 1ots.x00 - a<s,X:1>|st)
0

T
E sup|Xf+1—X:r2] <oTE [ / |b<s,X:>—b<s,X:—l>|2ds]
0

t<T

T
+2C,F {/ lo(s, XI') — O'(S,X:_1)|2d8:| :
0
Les coefficients b et o étant Lipschitziens, on obtient :

T
E |sup| X/t — Xt”]Q} <2(T+ 02)L2/ E[IX!— X' ds
0

t<T

T
< 2(T + 02)L2/ E {sup|X: - X§‘1|2} ds.
0

t<T

Alors pour tout n > 1, et t <7, on a:

T T
E {sup|XS1 —XS]Z} ds < ZT/ bl(s,z)]> ds + 02/ o|(s,z)* ds
0 0

<2(Co+T)C* (1+ E(|z|*) T

S A1T7

ou la constante A; dépend uniquement de Cy, C, T et E[|z|?].

Donc, en déduire par récurrence sur n que :

An+1Tn+1
E |sup| X — XM < 22—
t<T (n + 1)'

Ce la implique notamment que (X}") est une suite de Cauchy dans L?, qui est complet.

Donc (X}') converge vers une limite (X;) qui est 'unique solution de n
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Chapitre 3

Stabilité de la solution des EDS
sous la condition d’unicité

trajectorielle.

Dans cette partie, nous étudions les mémes propriétés que dans le deuxiéme chapitre,
mais avec ’hypothese de Lipschitz en moins. Cette absence de régularité apporte une
difficulté cruciale, dtie au fait qu’on ne peut plus appliquer le lemme de Gronwall. On
se contente de formuler une hypotheése de continuité et de bornitude des coefficients et
I'unicité trajectorielle des solutions. Les principaux outils utilisés dans les démons-
trations sont le théoréme de Skorokhod et les critéres de tension de Kolmogorov.

(Voir [3])

3.1 Préliminaires et hypothéses

Supposons que les coefficients satisfaisant aux conditions suivantes :
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Chapitre 3. Stabilité de la solution des EDS sous la condition d’unicité
trajectorielle.

(H}) Supposons que

b:[0,7] x R — R?,

o:[0,7] x R = R @ R,

sont des fonctions mesurables et continues.

(H}) Tl existe une constante C' > 0 tel que pour tout ¢ € [0,7] et x € R? on a,

|b(t,x)| + |o(t,z)| < M(1+ |z]).

La définition suivante énonce le concept d’unicité trajectorielle pour I’équation [2.1

Définition 3.1.1 (Unicité trajectorielle) Nous disons que l'unicité trajectorielle
est vérifiée pour ’équation st X et X' sont deux solutions définies sur le méme
espace de probabilité (0, F, P) avec un mouvement brownien commun B, et avec
éventuellement des filtrations différentes telles que P[Xo = X{| = 1, alors X et X'

sont indistinguables.

Rappelons les criteres de tension de Kolmogorov pour les processus stochastiques
ainsi que le théoréme de Skorokhod, des outils qui seront fréquemment utilisés par

la suite.

Lemme 3.1.1 (Skorokhod) Soit (S, p) un espace métrique séparable complet et

soit P,,n=1,2, ..., et P des mesures de probabilité sur (S,B(S)) telles que

P, — P.

n—o0

Ensuite, sur un espace de probabilité (ﬁ, F , ]3), nous pouvons construire S des va-

riables aléatoires a valeur X,,,n = 1,2, ..., et X tel que :
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Chapitre 3. Stabilité de la solution des EDS sous la condition d’unicité
trajectorielle.

(i) P, = PXo,n=1,2, ..., et P = PX,

(7i) X,, converge vers X, P presque siirement.

Lemme 3.1.2 (Critéres de tension de Kolmogorov [3] page 18) Soit X" (t),
oun=1,2, ..., étre une suite de processus continus d-dimensionelle satisfaisant les

deux conditions suivantes :

(1) Il existe des constantes positives M et «y telles que : E[|X™(0)|"] < M pour tout
n=12 ...

(77) 11 existe des constantes positives «, 3, My, k = 1,2, ..., tel que :

E[|X™(t) — X"(s)|*] < M|t — s|**# pour tout n et t,s € [0,k],k = 1,2, ....

alors, il existe une sous-suite (ny), un espace de probabilité (ﬁ, F , ﬁ) et des processus
continus d-dimensionelle )/(n\k, k=1,2,..., et X défini dessus tel que

(a) les lois de X, et X coincident,

(b) X, (t) converge vers X (t) uniformément sur tout intervalle de temps fini P

presque stirement.

Lemme 3.1.3 ( Voir [3] page 170 ) Soit C,,(m = 1,2...) une constante positives,
ona:

sup E[| X; — XS|2m] < Cplt — s™

s<t

Preuve. L’inégalité de Burkholder—-Davis—Gundy nous permet d’obtenir :

E[|X, - X" <C |/ r, X, )dr*™] 4 |/ o(r, X,)dB,|*™
< COE [(/ b(r, Xr)\2dr> } L CWE K/ o (r, XT)\er) }
<Ot —s"
tels que C’,%), Cr(f), e C? sont des constantes positives dépendants de m, T et M.
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Chapitre 3. Stabilité de la solution des EDS sous la condition d’unicité
trajectorielle.

3.2 Stabilité des solutions par rapport aux condi-

tions initiales et aux coefficients

3.2.1 Stabilité par rapport aux conditions initiales

Soit I’EDS suivant :

dX7 = b(t, X]")dt + o(t, X}")d By,
(3.1)
Xy ="

Théoréme 3.2.1 Soient o (¢, x) et b(t, x) des fonctions continues satisfaisant la condi-

tion de croissance linéaire : pour tout 17" > 0, il existe M tel que :

lim Efsup | X" — X;|*] = 0, pour tout T > 0.

n—oeo ¢<T

Preuve.

Supposons que la conclusion de notre théoréme soit fausse, alors il existe un nombre

positif § et une suite (x,) convergeant vers x telle que :

inf Efsup [ X — X;|°] > 4. (3.2)

nenN t<T

Notons X" la solution de correspondant & la condition initiale ™ et X la solution

de [2.T] correspondant a la condition initiale .

En utilisant les hypothéses (H;) et (H5) et les arguments classiques du calcul sto-

chastique, il est facile de voir que (lemme 3.1.3. avec m = 2)

Elsup| X, — X,|Y < O]t — s

s<t
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Chapitre 3. Stabilité de la solution des EDS sous la condition d’unicité
trajectorielle.

ot C'(T) est une constante. Une estimation similaire est également valable pour X" et
le mouvement brownien B. Ensuite, la famiile (X", X, B) satisfait les conditions ) et
i1) du lemme 3.1.2 avec o = 4 et § = 1. Par conséquent, cette suite est tendue, ce qui
implique qu’elle est relativement compacte dans la topologie de la convergence faible
des mesures de probabilité. Ainsi, selon le théoréme de Skorokhod (lemme 3.1.1),
il existe un espace de probabilité.(ﬁ,]? : ﬁ) et une suite ()/(?’, 3//;1, é?) de processus
stochastiques définis sur cette espace tels que :

«) Les lois de (X", X, B) et ()/(}, 7z E?) coincident pour tout n € N.

3) 1l existe une sous-suite ()?"\k, Yk, B ) convergeant vers (5(: Y, E) uniformément

sur tout intervalle de temps fini P-a.s.

o~ o~ —~—

Si nous notons j—? = a()/(\g,}//},ézl;s < T) et F, = o(X,,Y,,By;s < T), alors
(é?, j—?)et (E, .7-"\,5) sont des mouvements browniens.

D’apres la propriété «) et le fait que X" et X, satisfont avec les données initiales

x, et x, on peut prouver que Vn € N, Vi > 0

t t
Xp = xn+/ b(s,XS")der/ o(s, X")dB.
0 0
En écrivant des relations similaires, on obtient :

o~

t t
Y =z, +/ b(s,Ys”)ds—l—/ o(s,Yr)dB?.
0 0
En utilisant la propriété (/) et un théoréme limite de Skorokhod, on obtient que

t

t — —~
/ b(s, XI¥)ds - | b(s, X,)ds
0

k—oo 0

t — — t —_—~ —~
/ o(s, Xs*)dBg* £, o(s, X,)dB;
0

k—o00 0

Donc X et Y satisfont la méme équation différentielle stochastique , sur ((AZ, F , ]3),
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trajectorielle.

avec le méme mouvement brownien B et la méme condition initiale x. Ensuite, par

I’hypothése d’unicité trajectorielle, nous concluons que 5(: = 5//\}, Vt P as.

Par intégrabilité uniforme, on obtient que :

2 o~ 2

]:E[SUP X, - Y

t<T

]

§ < lim inf Efsup | X" — X,|*] < lim inf Efsup | X — ;™
< limin [iﬂglgl ¢ =X < limin [fgIT) / :

cecl est une contradiction.

3.2.2 Stabilité par rapport aux coefficients

En utilisant les mémes techniques que précédemment, nous pouvons démontrer la
stabilité de la solution de I’équation différentielle stochastique par rapport aux coef-

ficients de ’équation.

Considérons une suite de fonctions et ’équation différentielle stochastique suivante

dX] = by(t, X}")dt + o, (t, X}')dB
= bl XP)dt + 0, (1, XD)dB, 59
Xy =

Théoréme 3.2.2 Supposons que les fonctions b, (¢, X[*) et o, (t, X}*) soient continus.
Supposons en outre que pour chaque 7" > 0 et chaque ensemble compact I K il existe

C > 0 tel que

i) fgg(!bn(tafﬂ)l +lon(t, 2)]) < C(1 + [z).

i1) lim supsup(|b,(t, z) — b(t, z)| + |on(t,x) — o(t, x)]) = 0.
no+0ze Kt<T

Si l'unicité trajectorielle est vérifée pour I’équation [2.1], nous avons :
lim E[sup|X! — X,|*] = 0.

n—-+o0o t<T

pour chaque 7" > 0.
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trajectorielle.

Preuve.

Similaire & la démonstration du théoréme précédent.

3.3 Convergence des approximations successives

de Picard

Soit o et b satisfaisant les hypothéses H; et H) et considérons I’équation différentielle

stochastique [2.1]

La suite d’approximations successives associée a [2.1] est définie comme suit :

X = [Tb(s, XD)ds + [y o(s, X2)dB, 34
Xg‘“ =

Dans le chapitre précédent, nous avons fait I’hypothése que les coefficients sont Lip-
schitziens. Nous avons ensuite prouvé que la suite (X™) converge vers 1'unique solu-
tion X de I’équation stochastique [2.1] Maintenant, si nous abandonnons la condition
de Lipschitz et supposons seulement que ’équation [2.1] admet une solution unique
forte, une autre hypothése doit étre ajoutée pour garantir la convergence de la suite

(X™) vers I'unique solution X.

L’objectif du théoréme qui suit est de définir une condition supplémentaire a la fois

nécessaire et suffisante pour garantir la convergence des approximations successives.

Théoréme 3.3.1 Soit b et o satisfaisant H| et H}. Sous 'unicité trajectorielle pour
.1, (X™) converge vers I'unique solution de si et seulement si (X" — X7)

converge vers 0.

Lemme 3.3.1 Soit (X™) défini par[3.4,

1) Pour tout p > 1, E[sup | X?"*] < +o0
¢<T
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trajectorielle.

2) Pour tout 7' > 0 et p > 1, il existe une constante C' indépendante de n telle que

pour tout s < ¢ dans [0, 7], E[| X — X?|?’] < C'|t — s|" .

Preuve (Lemme 3.3.1).

1) Pour tout t >0 et n > 1, on a
t

XpPr < Culle + | [ b(s, X2 ds|2p|+|/ 5, X2 1) dBs )
0

I'inégalité de Holder nous donne :
t t 9 t 9
|/ b(s, X' Hds|* < tp[/ }b(s,X§_1)| ds]? < tzp_l./ |b(s, X7 P ds
0 0 0

Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy et de Holder conduisent & la formulation

de l'estimation suivante :

E[sup

s<t

/0 o(s, X" 1dB,| | < CLE[( /O o (s, X271 [P ds)?]

t
< OQTP_IE[/ ‘O’(S,X:_l)’% ds]
0
Alors, on a :

t
Elsup | Xp[] < Cs[\x!2p+C4E/ (1D + |0 ) (s, X3 1)ds]

t<T 0

En utilisant la condition de la croissance linéaire (H5) on obtient :

t<T

T
Plsup |X7[¥] < Ca(1-+ 1)+ Cs [ Blsup X7
t<T

ou les différentes constantes C ne dépendent que de T, m, d.
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trajectorielle.

L’itération de la derniére inégalité donne :

CT)? cT)"
Elsup |[X7|*] < Cs(1 + |#)*) |14+ CT + (€D + ...+ (1)
t<T 2! n!

Donc

supEfsup [ X7'"] < Cs(1 + faf*") exp(CT)

n

2) Si on fixe s < t dans [0, T], on peut procéder de la méme maniére que précédem-
ment pour obtenir :

E[| X — X|*] < Cte. |t — 5|
Preuve.(Théoréme 3.3.1)
Supposons que | X"t — X™| converge vers 0 et qu’il existe § > 0 tel que

inf Esup | X" — X,|*] > 6

neN o
D’apres le lemme 3.3.1, la famille (X", X" X B) satisfaisant les conditions i) et
i1) du lemme 3.1.2 avec o = 4 et = 1. Par conséquent, cette suite est tendue, ce
qui implique qu’elle est relativement compacte dans la topologie de la convergence
faible des mesures de probabilité. Ainsi, selon le théoréeme de Skorokhod (lemme
3.1.1), il existe un espace de probabilité (ﬁ,]? , ﬁ) portant une suite de processus
stochastiques ()/(\”, ZT”L, ﬁ, é\") avec les propriétés suivantes :
i) les lois de ()/(:7“, Z\", }//\”, B\”) et (X", X" X B) coincident pour chaque n € N,
i1) il existe une sous-suite ()?”\k, Znw , §7n\k, B ) converge vers ()A( , 7 , }7, E) uniformé-
ment sur tout intervalle de temps fini ﬁ.p.s.

Mais nous savons que X" — X" converge vers 0, alors nous pouvons montrer faci-

lement que X = 2, ﬁ.p.s.
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trajectorielle.

En procédant comme dans la preuve du théoréme 3.2.1, on peut montrer que :

¢ ¢ .
Zm = g —1—/ b(s, Xs*)ds —|—/ o(s, Xs*)dBg*
0 0

t o t o o
Yk = g +/ b(s,Ys™*)ds —|—/ o(s,Ys™*")dBg*
0 0
En prenant la limite telle que &k tend vers 400, on obtient que

t t
X, ==z +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs
0 0

t t
Y=z +/ b(s,Ys)ds + / o(s,Ys)dBs
0 0

En d’autres termes X et Y résolvent l’équation Alors, par unicité trajectorielle,

nous avons X =Y, P a.s.

En utilisant I'intégrabilité uniforme, on obtient :

~ —_ —_— 2
§ < liminf Efsup | X" — X;|°] = liminf E[sup | X;"* — Y,
k t<T k t<T

]

— 2

= E[SUP Xt_i}t

t<T

]

cecl est une contradiction.

Alors sous la condition d’unicité trajectorielle pour 1’équation (X™) converge

vers X l'unique solution de
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons exploré un aspect crucial des équations différentielles
stochastiques, la stabilité des solutions par rapport aux conditions initiales et aux
coeflicients, ainsi que la convergence des approximations successives de Picard. Nous
avons d’abord examiné le cas ot les coefficients sont Lipschitz, en utilisant des agru-
ments de calcul stochastique pour garantir la stabilité des solutions de telles équations
face a de petites perturbations. Ensuite, nous avons abordé le cas plus complexe ou
les coefficients ne sont pas Lipschitz. Dans ce contexte, nous avons utilisé des théo-
rémes avancés, notamment ceux de Skorokhod et de Kolmogorov, pour surmonter
les défis associés. Grace a ces théorémes, nous avons pu établir des conditions sous
lesquelles les solutions restent stables et les approximations successives de Picard

demeurent convergentes, malgré I’absence de régularité sur les coefficients.
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4 N
Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la stabilité des solutions des
¢quations différentielles stochastiques, par rapport a la condition initial et
aux coefficients sous la condition de Lipschitz d’une part et sans la
condition de Lipschitz d’autre part.

Mots clés: Equation différentielle stochastique, Lipschitz, Stabilité,

\Skorokhod, Tension. /

Abstract

The objective of this work is to study the stability of solutions to
stochastic differential equations, with respect to the initial condition and
the coefficients, both under the Lipschitz condition on one hand and
without the Lipschitz condition on the other hand.

Keywords: Stochastic differential equation, Lipschitz, Stability,

\Skorokhod, Tightness. /
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