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Introduction

I plupart des problémes scientifiques et les phénoménes physiques sont for-

mulés sous la forme d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées

partielles,

Les équations aux dérivées partielles (EDP) constituent un domaine important des
mathématiques et de la physique, concernant les équations qui impliquent des dé-
rivées partielles par rapport & plusieurs variables indépendantes. Elles sont utilisées
pour modéliser une grande variété de phénomeénes physiques, tels que la propagation

des ondes, la diffusion de la chaleur, le mouvement des fluides, et bien d’autres.

L’équation de la chaleur est I’'une des EDP les plus fondamentales. Elle décrit com-
ment la température dans un milieu se propage au fil du temps en raison de la
diffusion de la chaleur. Cette équation est souvent utilisée dans des domaines tels
que la physique, I'ingénierie et les sciences appliquées pour comprendre et prédire le

comportement thermique des systémes.

L’histoire de I’équation de la chaleur remonte a I’Antiquité, avec des efforts pour
comprendre la nature de la chaleur et sa propagation. Cependant, le développement
mathématique significatif a commencé au cours du 18¢me siecle avec des travaux de
scientifiques comme Joseph Fourier. En 1822, Fourier a publié son ouvrage "Théorie
analytique de la chaleur", ot il a introduit la série de Fourier pour résoudre 1’équa-
tion de la chaleur dans des cas particuliers. Cette avancée a ouvert la voie & une

compréhension plus approfondie de la diffusion de la chaleur dans des matériaux



Introduction

différents.
La mémoire se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre contient quelques notions préliminaires et propriétés de base sur
les équations aux dérivées partielles que nous utiliserons par la suite.
Le deuxiéme chapitre présente comment trouver les solutions de ’équation de la

chaleur par la méthode de séparation des variables.

Le troisiéme chapitre est constitué de différents exemples pour lesquels nous cher-

chons les solutions en utilisant la méthode de séparation des variables.



Chapitre 1

Quelques définition et propriétés

de base

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation reliant une fonction in-
connue de plusieurs variables u a ses dérivées partielles. Les EDP se trouvent dans les
applications de la physique, 'ingénierie, la biologie, I’économie, etc. En effet, dans
ces domaines, Les phénomeénes se modélisent souvent par des systémes mathéma-
tiques impliquant des EDP. Les différents processus du phénomeéne se décrivent en

déterminant une relation entre u et ses dérivées partielles.

1.1 Concepts préliminaires

1.1.1 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1.1 Une équation aux dérivées partielles est une équation mathéma-
tique contenant en plus de la variables dépendante (u ci-dessous) et les variables

indépendantes (1, xa, . . . ..ci-dessous) une ou plusieurs dérivées partielles.

Cette équation est ainsi de la forme :
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ou Ou Pu  Pu  u
F . e —— ———  —— ... = 1.1
(xl’%’ » s 0wy’ 0wy’ 023 Ox10xy” O3’ ) (1.1)

ou F' est une fonction de plusieurs variables. Si n est le nombre de variables indé-
pendantes, alors nous considérons le n-tuplet de variables indépendantes (x1, za, .. .)

comme appartenant & un domaine D convenable de R".

Définition 1.1.2 Une solution de l’équation (1.1)) est une fonction u = u(xy, x, . . ..)
des variables indépendantes x1,xo....dont les dérivées partielles apparaissant dans
l’équation existent aux points de D et telle qu’aprés avoir substitué cette fonction et

ses dérivées partielles dans ’équation (|1.1)).

Equation aux dérivées partielles de premier ordre

Définition 1.1.3 Une équation aux dérivées partielles du 1" ordre d’inconne u de

deux variables indépendantes x,y est une équation de la forme :

7 (u,x,y, ou Gu)

dx’ dy
ou (z,y) € D ouvert de R?.

Equation aux dérivées partielles de second ordre

Définition 1.1.4 La forme générale d’une équation aux dérivées partielles du 2°™¢

ordre est :

ou Ou 0*u 0*u 0*u O%u
F Uy Ts Yy 579 7 s ) ) 5 =0
Ox’ Jy’ Oxdy’ Oydx’ 0x? 0y?

pour (x,y) € D ouvert de R?.



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

1.1.2 Dimension et ordre d’une EDP

Définition 1.1.5 La dimension d’une équation auzx dérivées partielles est le nombre

de variables indépendantes dont dépend la fonction inconnue u.

Définition 1.1.6 L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut

degré de dérivation présent dans l’équation.

Exemple 1.1.1 z

Ox 28y

2
+o (%) = exp (¢ + y) = est de dimension 2 et d’ordre

3.

1.1.3 Quelques équations de la physique mathématique

L’équation de transport : & — ng =0.

L’équation de Burgers : % + u% = 0.

.z . . 0Pu 9%u
L’équation des ondes : 357 ( + 5zt azz>
'8 i . Ou Pu 4 Pu u
L’équation de la chaleur : 3¢ — & < oz T 552 52 )

L’équation de Laplace ou du potentiel : % + giyg + % = 0.

L’équation d’Euler-Bernoulli : % + 04% =0.

1.1.4 Reésolution des EDP

Résoudre une EDP dans un domaine D de R", c’est trouver une fonction suffisam-
ment différentiable dans D, telle que la relation (| soit satisfaite pour toutes les
valeurs des variables dans D. Si les différentes solutions d’'une EDP s’écrivent sous
la méme forme, cette forme est appelée solution générale de I’équation. Comme la

solution générale d’une EDP implique des fonctions arbitraires.

Exemple 1.1.2 On veut résoudre [’équation
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Pu
Ox?
D’abord, on pose v (z,y) = g—g, ce qui implique pour tout (x,y) que

v
%—O.

Ceci signifie que v (z,y) est constante pour tout y fixé. Alors

v(z,y) =C(y)

ou C est une fonction arbitraire de y. On se rameéne a trouver u telle que

ou
% *C(Z/)

Un raisonnement similaire conduit a

u(z,y)=C(y)x+ D (y)

ou D est une fonction arbitraire.

1.2 Classification des équations aux dérivées par-

tielles

Cette classification est illustrée dans le cas d’équation du seconde ordre.

On dit qu’une équation aux dérivées partielles est "linéaire" si la dépendance par

rapport & la fonction inconnue et ses déivées partielles est linéaire :
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0%u 0*u 0% ou ou
a(z,y) w%—% (x,y) 3x—ay+c (x,y) 8_y2+d (z,y) a—l—e (x,y) a—y+f (x,y) utg (z,y) =0

L’équation est dit "homogéne" si la fonction g est identiquement nulle sur D, dans

le cas contraire elle est "non-homogéne".

Exemple 1.2.1 L’EDP suivante :

0%u 0%u
— +2zy— =1 1.2
u—l—yam2+ xyay2 (1.2)
L’équation (L2) est une EDP linéaire non-homogene sur R?
On a

0*u 0%u
u=utyy gt 2y s, f(x,y)

L : un opérateur linéaire soit a,3 € R et u,v € D, alors

0% (qu + fv) 0% (qu + fv)
BT E— + ny—ayg
0*u 0*u 0*v 0%
=« u+y@+2xya—y2 + v—l—y@%—%y

L(au+ pv) = (au + Bv) +y

oy
— oL (u) + BL (v)



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

1.2.1 EDP linéaire d’ordre 1

Définition 1.2.1 La forme la plus générale pour une EDP linéaire de deux variables

et du premier ordre est :

ou ou
a(x, y)a—x + b(z, y)ﬁ—y +c(z,y)u = d(z,y)

ou a, b, c et d sont des fonction.

Exemple 1.2.2 g—; + g—; =0

Méthode paratique pour résoudre I’équation aux dérivées partielles li-

néaire du premier ordre

soit I’équation aux dérivées partielles du premier ordre :

0z 0z
F(l’,y,z)%—i—(}'(x,y,z)a—yZH(x,y,z) (13)

qui donne le systéme différentiel :

dx dy dz

F(z,y,z) G(z,y,2) H(x,y,z2)

pour résoudre (1.3)) on cherche deux intégrales premiéres u, v du ce systéme caracté-

ristique.

Alors toute solution du probléme posé est définie par :

Flu(z,y,2),v(2,y,2)] =0

on note qu’il faut au moins qu’'une des deux fonction u, v déponde de z, ' étant une

fonction arbitraire.
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Exemple 1.2.3 Donner la solution générale de ’EDP du premier ordre.

0z 0z

RO b —

6x+ ay+z 0
0z +282 _
ox oy

ou en déduit le systéme différentiel :

dx dy_%

1 2 —z

des deux premier rapports ou déduit I'intégrale premiere :

d d
u(z,y,z) =2x —y, (Tx = 7y —2dr=dy=—=2x—y==%Fk caractéristique)

puis, par exemple, des rapports extrémes l'intégrale premiere :

e~ — =% — —gp=In2
—Z z C

v(z,y,2) = zexp(x),
= exp(—z) =2 = c=zexp(2)

[

Donc la solution générale de ’équation envisagée sécrit :

Fl2z —y),zexp(z)] =0

F fonction arbitraire, ou aussi :

zexp (x) = H (2z — y)
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H fonction arbitraire, que ’on écrit encore
z=-exp(—z)H (2x —y).

1.2.2 EDP linéaire d’ordre 2

Définition 1.2.2 Une équation aux dérivées partielles linéaire du second ordre avec

n variables indépendantes est de la forme :

Z ”(’98201‘ —|—Zb Ou —I—cu—d
A

ij=1
ou a;j, b;, c et d sont des fonction des variables indépendantes x1, zs, . .. ., zy.
Dans cette section on va donner une classification des équation aux dérivées par-
tielles linéaires du second ordre. A chaque type d’équation correspond un comporte-

ment différent des solution. Notre étude est restreinte au cas ou n = 2.
Ainsi les EDP que nous considérerons initialement seront de la forme suivante :
0%u 0%u 0%u ou

ou
e +b8938y+ 0, +d8_+€8_y+fu g (1.4)

ou a,b,c,d,e, f et g sont des fonction de x et de y qui ne s’annulent pas simultané-

ment.

On définit le discriminant

A = b — dac
1. L’équation (1.4) est dite hyperbolique au point (zg,yo) € D si et seulement si
A = b — 4ac > 0.
2. L’équation (1.4) est dite parabolique au point (zg,%0) € D si et seulement si

10



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

A =b% —4ac = 0.

3. L’équation (|1.4]) est dite elliptique au point (xg,yo) € D si et seulement si
A = b — 4ac < 0.

Exemple 1.2.4 pour l’équation :

2 2 2
0“u 0“u 0“u 3@20 (1.5)

— 2 —
T or? xyax(‘?y +y 0y? ox

on a

A = b* — dac = xy*(z — 4)

1— Léquation (|1.5)) est parabolique dans
{(x,y) €R2|x:O}U{(m,y) €R2|y:O}U{(a7,y)ER2|x:4}

2— Léquation (1.5)) est hyperbolique dans

{(z,y) eR? |z <0ety#0}U{(z,y) eR*|z>0et y+#0}

3— Léquation (1.5)) est elliptique dans
{(z,y) eR* |0 <z <dety#0}

Courbes caractéristiques

Soient

§=E(v,y), n=n(ry)

deux nouvelles variables qui sont des fonctions de x et y ayant au moins leurs dérivées

11



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D et telles que :

Rl )

J = Ox Oy s YT YsS P
a oy Ordy Oyox
or Oy

En utilisant la régles des chaines, nous avons :

—_
SE
~—

oz ox o (
ou 03¢ u 52
+(3) (2)+ () (3)
2 2
8%u _ [ 8%u o€ o€ 0 92%u 82%u 2]
m= () () +2(5) (8) Gan) + (5) (3)
ou 9%¢ ou 92
+(3) (55) + (3) (53)
8%u __ [ B%u 213 o 0%u o€ O 0¢ O 8%u 0 0
= (5) (9 (3) +2 (am) [(363) + (B3)] + (5) () (2)
ou 9%¢ ou o
\ (%) (#5) + (&) (3

substituant ((1.6)) dans I’équation (|1.4)), on obtient :

0*u 0*u 0%u ou ou
— — = 1.
a18£2+b18§87)+618n2+d18£+€1877+f1u g1 ( 7)

ou

12



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

dlza(g—@+b(%§—§)+c(§—;§>+d(%)+e(g—§>
er=a(Z4) +0(2%) +c(24) +a(Z) +e(2)

\
- Nous obtenons A; = b2 — dajc; = J? x A, (A =b? — 4ac) . Ceci prouve que la

classification des équations en EDP est invariante sous des changements de variables.

Formes canoniques

Type hyperbolique : Nous considérons le cas hyperbolique (i.e A = b* —4ac > 0
sur le domaine D), nous aurons deux coordonnées caractéristiques (£,n). Apres ce
changement de coordonnées, nous aurons une équation (1.7 pour laquelle a; = ¢; =0

et nous obtenons apres avoir divisé les deux cotés par b; # 0 une EDP de la forme :

9%u ou ou
6587’] +d2£+626—n+f271—92~ (18)

I'équation (|1.8]) est la premieére forme canonique d’une EDP hyperbolique sur un

domaine D.

Type parabolique : Si notre EDP est parabolique sur le domaine D

Sy _ b
dr  2a’
Meéme en procédant comme pour le cas hyperbolique, nous n’obtiendrons qu’une

seule coordonnée caractéristique &(z, y). Pour obtenir la seconde coordonnée carac-

téristique

13



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

n(x,y), il suffit de prendre une fonction 7(x,y) quelconque ayant au moins des déri-
vées partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D telles que :

S| & | _9con _ocon

o oy | Oxdy Oyox
or Oy

On a A (z,y) =0 et a; = 0 donc b = 2iy/ac avec i = £1

o [oeN? o€ B¢ ae\? oc . =0e\?
w=o(g) vo(aa) +o(5) = (vis +ve5,) =0

et

" o on\ ([ 0€ o o on
h= 2 (éhs) (%) 0 Kaxay> * (ayax)] ”"(8 ay>

() ().

Donc aprés ce changement de coordonnées, 1'équation (1.4) sera transformée en une
EDP de la forme :
0?u ou

ou
dl +e1

C182 € 8?7+f1u_gl

Aprés avoir divisé les deux cotés de I’équation (1.4) par ¢; # 0, nous obtenons la
forme canonique d’une EDP parabolique
®u ou

ou
dg + e —

Type elliptique :  Sil’équation (1.4]) est elliptique sur le domaine D, alors ses deux

équations caractéristiques sont a valeurs complexes et les solutions de ces équations

14



Chapitre 1 : Quelques définition et propriété de base

sont conjuguées entre elles. Nous avons les courbes suivantes :

§1(w,y) = c&a(,y) = ¢ et & (2,y) = & (2,y)

Si nous posons & (x,y) = & (z,y) et n(z,y) = & (z,y), ces variables ne prennent

pas des valeurs réelles.

Les coordonnées caractéristiques dans le cas elliptique seront :

o §(I,y)42rn(x,y) ot § = é(af,y);in(%y)’ ot i — 1

Ceci signifie que « est la partie réelle de £ et [ est la partie imaginaire de £. Aprés

ce changement de coordonnées, nous obtenons comme EDP

@+@+d@+ @4_]? —
9oz " 9pE T Moa T ap T/ T I

Cette équation est la forme canonique de I’équation elliptique.

15



Chapitre 2

Les équations de la chaleur

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, utilisée
pour décrire le phénomene physique de conduction thermique. Elle a été introduite
initialement en 1807 par Joseph Fourier, & la suite d’expériences sur la propagation
de la chaleur, suivies par la modélisation de I’évolution de la température. Les séries
trigonométriques, appelées séries de Fourier, et les transformées de Fourier ont per-
mis une grande amélioration de la modélisation mathématique des phénomeénes, en
particulier pour les fondements de la thermodynamique. Ces avancées ont également
entrainé d’importants travaux mathématiques pour les rendre rigoureux, constituant

ainsi une véritable révolution a la fois physique et mathématique sur plus d’un siécle.

Nous examinons une équation aux dérivées partielles linéaire de second ordre, de

type parabolique

) 0?
w(z,t) — kAu(z, t) = a—?(a:,t) £y a—;;(x,t) =0

pour u définie sur R? x R% et k>0

L’équation de la chaleur est une représentation mathématique des processus évolutifs

tels que la diffusion de la chaleur.

16



Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

2.1 Formulations mathématiques

2.1.1 Equation de la chaleur en coordonnées cartésiennes :

La forme cartésienne de 1’équation de la chaleur s’exprime comme suit :

10T

AT =~ +5

A étant Laplacien, a la diffusivité, et S est un termé lié a la source de chaleur

extérieur.

2.1.2 Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques :

La forme cylindriques de ’équation de la chaleur s’exprime comme suit :
10 8T+8 0T+16 oT +S_18T
ror \' or 0z \ 0z r200 \ 00 a Ot
T représente la fonction de température dépendant des variables sphériques (7, 0, z)

2.1.3 Equation de la chaleur en coordonnées Sphériques :

En coordonnées Sphériques, ’équation de la chaleur s’écrit sous la forme :

ig kTQa_T +#£ ka_T +Lg ka_T _|_S— Ca_T
2 dr or ) T 2sin2606 \ 06 ) | 12sin000 \" 00 ~ P

k,p, et ¢, sont respectivement la conductivité, la masse volumique, et la chaleur

spécifique de la matiére étudiées.

17



Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

2.2 Meéthode de résolution de ’équation de la cha-

leur

2.2.1 Meéthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables, également connue sous le nom de méthode
de Fourier, est largement utilisée pour résoudre les problémes aux limites relatifs
aux EDP. Elle consiste & chercher des solutions particuliéres de la forme séparable
u(z,y) = X(2)Y (y), ou X et Y sont des fonctions. Dans de nombreux cas, 'EDP se
réduit a deux équations différentielles ordinaires pour X et Y. Ainsi, on obtient des
problémes aux limites impliquent des EDO. Cependant, la question de la séparabilité
d’une EDP en deux équations différentielles ordinaires ou plus n’est pas toujours
possible. Dans ce chapitre, nous allons appliquer cette méthode & des problémes aux

limites relatifs aux EDP linéaires.

Situation du probléme

On décrit maintenant la méthode de séparation des variables et examine les condi-
tions d’applicabilité de la méthode aux problémes qui impliquent des EDP de second
ordre de deux variables indépendantes. On considére donc le probléme aux limites
dont l'inconnue u(z,t) posé sur un domaine de la forme I x J, ou I et J sont des

intervalles de R tels que I = [a,b],—00 < a < b < +00.

ar (1) 28 4 by (1) 28 + as(2) 2 + by + (ag(x) + ba(t)) ulw,t) = h(a,t), (v,t) € I x J
u(z,0) = f(z),z € I conditions initiale.

ol ay, by, as, be, ag, bs, h(x,t), f(x) sont des fonctions données.
(2.1)

-Conditions aux limites : On distingue différents types de conditions aux limites

18



Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

(C.L)
— Conditions de Dirichlet : u est fixée sur le bord de I, u(a,t) = u(b,t) = 0.
— Conditions de Neumann :
La dérivée normale de u est fixé sur I, u,(a,t) = u, (b, t) = 0.uz(a,t) = u,(b,t) = 0.
— Conditions de Robin ou mixtes : ¢ (x)u(a,t) + co(z)u, (b, t) = 0.
— Conditions périodiques : u(a,t) = u(b,t) et u,(a,t) = u, (b, ).

Rapportons les principales étapes de cette méthode.

1. On recherche les solutions séparées de ([2.1). Ces solutions sont de la forme
spéciale u(x,t) = X (z)T'(t) et satisfont les condition aux limites et la condition
initiale. Il se trouve que X et T" doivent étre des solutions des problémes aux

limites linéaires (p;) et (p2) relatives aux X et T, respectivement.

2. On résout les problémes (p1) et (p2), les solutions de (p;) nous permettent de

construire une base hilbertienne (X;), . On désigne par (T;) les solutions

ieN
de (PQ) .

3. On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de (X;), .y
et (T;),cn une solution plus générale du probléeme, sous la forme d'une série

infinie de solutions séparées.

4. Dans la derniére étape, on calcule les coefficients de cette série et étudie sa

convergernce.

Principe de superposition : Si u; et us satisfont une EDP linéaire homogeéne,
alors une combinaison linéaire arbitraire ciu; + cous, ¢1, o € R satisfait également la

méme équation.

Application :

Equation de la chaleur ;
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

Considérons le probléme sur U'intervalle, [0, L] avec L > 0, constitué de ’équation de

la chaleur

ou 0%u

E— @:0, fL’G[O,L], t>0 (22)

Les conditions aux limites de type Dirichlet :

u(0,t) =u(L,t) =0,t >0 (2.3)

et la condition initiale

uw(z,0) = f(z),0<x <L (2.4)

ou f est une fonction donnés et k est une constante positive.
Ce probléeme modélise la conduction thermique dans un tige de longueur L.

La chaleur est supposée nulle aux deux extrémités du tige et égale & f(x) a l'instant

t = 0. les conditions aux limites impliquent que

f(0) =u(0,0) = u(L,t) =0
f(L) =u(L,0) =u(L,0)=0

Ces deux conditions s’appellent les condutions de compatibilité.

Etape 1 : On commence a chercher des solution (2.2) sous la forme :

u(z,t) = X (z)T(t) (2.5)

qui satisfont les conditions (2.3)) ot X et Y sont des fonction de x et ¢, respectivement.
Dans cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale ([2.4)) et on n’est

pas intéressé par la solution zéro u(z,t) = 0. On cherche donc des fonctions X et YV
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

qui né s’annulent pas identiquement.

Par différentiation de (2.5 par rapport a ¢ et deux fois par rapport a z et par
substitution dans (2.2)), on obtient

XT' (t) = KX"(2)T(t), € [0,L] ,t >0

on peut écrire

() X'
T(t) X(x)

, x€[0,L],t>0

Puisque x et t sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe

une constante A (appelée constante de séparation ) telle que :

T | X'()
T " X()

= —\z€[0,L] ,t>0 (2.6)

comme on cherche des solutions né s’annulest pas identiquement, alors il existe tg € R

tel que T'(t) # 0, conséquennent, on obtient

u(0,29) = X(0)T (to) =0 — X(0)=X(L)=0

w(Lyto) = X(L)T (to) = 0

L’équation ([2.6) conduit au systéme d’EDO suivant :

PX 1 AX =0,z €[0,L],
(2.7)
X(0) = X(L)=0

et

T
AT = 0,10, (2.8)
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

ol A est une constante.

Etape 2 : On commence d’abord & résoudre le systéme (2.7). Une solution non
triviale de ([2.7) est appelée fonction propre avec la valeur propre A. On distingue 3

cas :

Cas1: A= —pu®<0, alors:

X(x) = ae ™™ 4 [et®

ol «, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites donnent

a+pB=0

ae M 4 Berl = (.

De la premiére équation, ona o« = —/3. La seconde équation implique donc ae " =
ae, alors si o # 0 on obtient e**F = 1. Ceci n’est pas possible cas u et L sont
différents de 0 et par conséquent a = 3 = 0. Alors, dans ce cas X = 0 et u(x,t) =0

por tout 0 < x < Lett>0.
On doit donc exclure le cas A < 0.

Cas 2: si A =0, on obtient :

X(z)=a+ Pz
ou «, 3 sont des réels orbitraires. Les conditions aux limites impliquent que

a+ =0
a+pBL=0

comme L # 0, il est claire que o« = § = 0, Alors, dans ce carff X =0 et u(x,t) =0

pour tout 0 <z < L et t > 0, On doit donc exclure le cas A = 0.
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

Cas 3: si A= p? >0, on obtient

X(z) = acos(ux) + [ sin(px)
ol «, 3 sont des réels orbitraires. les conditions aux limites impliquent que
o} =0

Bsin(ul) =0

Pour éviter la solution triviale X = 0, on suppose que 5 # 0. Ceci implique que
sin(ulL) = 0.

Conséquemment,

pL =nm, A= (nw/L)*n € Z

Il en résulte que

sont les valeurs propres et les fonctions

nmwx

X, (x) = B, sin (—)
sont les fonctions caractéristiques du probleéme (2.7). Comme sin(—z) = — sin(x)

pour tout x € R il suffit donc de considérer

Ap = <%)2, Xn(x) = By sin (n_zx) , neN

Il reste maintenant & résoudre le probléme (2.8)), sa solution est donnée par

23



Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

nm

T(t) = yne_k<f)2t, n € N*

A la fin de cette étap, on peut considérer qu’on a bien construit une base hilbertienne
(Xi)z'eN*'

Etape 3 : On utilise le principe de superpositions générale pour générer & partir
de (x;)

sens €t (15),cy une solution plus générale du probleme, sous la forme d’une

série infinie de solutions séparées. On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions

séparées.

nm 2
Up(z,t) = &, sin <?) e () ,n € N*

Par le principe de superposition implique que tout combinaison linéaire

N
u(x,t) = Zﬁn sin (n_zx) e HE)
i=1

de solutions séparées est également une solution de 1’équation de la chaleur qui

satisfait les conditions aux limites de Dirchlet.

Considérons maintenant la condition initiale. Supposons qu’il ait la forme :

N
. (NTT
fe) = 2 tusin ()
=1
Cést-a-dire qu’il s’agit d’'une combinaison linéaire des fonctions propres.

Ensuite , une solution au probléme de chaleur (2.2)-(2.4) est donnée par
a nmwx ( )2
1) =Y &,si <_) k()
u(z,t) 2 & sin )¢
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

L’idée brillante de Fourier était qu’il était possible de représenter une fonction arbi-
traire f satisfaisant les conditions aux limites (2.3) comme une combinaison linéaire
infinie unique des fonctions propres sin(nwz/L).En d’autres termes, il est possible

de trouves des constantes &, telles que

fla) = fjfn sin (=)

Une telle série est appelée une série (ou extension) de Fourier (généralisée) de la
fonction f par rapport aux fonctions propres du probléme, et &,, n = 1,2....sont
appelés coefficients de Fourier (généralisée) de la série. Danc ce cas, le principe de

superposition généralisée implique que ’expression formelle

u(x,t) = ign sin (n_zx) e HE)
n=1

est une solution généralisée de probléeme (2.2) — (2.4)) .

On explique maintenant comment représenter une fonction <arbitraire>> f sous la
forme d’une série de Fourier. En d’autres termes, comment calculer les coefficients
€n-

Remarquons

o
3

N
3

L
0

/OL sin (mzx) f(z)dx = ifn/ sin(mra /L) sin(nmx/L)dr =

Nla)

Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

On obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par

nm

ula,t) = S5 Gusin (252) )

o, &, = %/OL sin (222) f () da.

2.2.2 Equation de la chaleur en un dimension

On va maintenant résoudre le probléme de diffusion de la température.
Soit une tige homogene de longueur ¢ suffisamment mince de facon a ce que la chaleur

soit distribuée également pour toute section transversale. La surface de cette derniére
est isolée. Il n’ya donc aucune perte de chaleur a travers la surface de la tige. Si
nous notons par u (z,t), la température dans la tige au temps ¢ au point x. alors

u = u (z,t) satisfait ’équation de la chaleur.

o _ 0P
8t_03x2

ko

oll ¢ est une constante > 0. Précisément nous avons que ¢ = v ou k est la conducti-

vité thermique, o est la chaleur spécifique et p est la densité. nous avons le probleme

d’EDP suivant :

2
Ou _ 02% ouu=u(x,t) (2.9)

ot 0x?

pour lequel les conditions a la frontiére sont

u(0,t)=0et u(l,t)=0 ,t>0 (2.10)

et la condition initiale est

u(z,0)=f(z) 0<ax</ (2.11)
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

On s’intéresse a chercher une solution élémentaire du probleme (2.9)) , (2.10)) , sous la

forme a variables séparée :

u(z,t) = X(x)T(t)

dans ’équation (2.9)), nous obtenons

X (2)T' (t) = X" (2) T (¢)

donc

X"(z) 1T (t)
AT (1)

Le terme de gauche de cette équation est une fonction de x seulement, alors que le
terme de droite est une fonction de ¢ seulement. Pour que nous puissions avoir cette
égalité, il faut donc que chacun de ces termes soit constant et nous noterons cette

constante par \.

X"(z) = AX (x) =0 et T'(t)— AT (t) =0.

Et on obtenu deux équation a variable séparées.
La premiére équation
On cherche les solutions non nulles de 1’équation en X (z)avec les conditions aux

limites, soit
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

Si A >0, alors

X =0etu(xz,t)=0pourtout 0 <z </lett>0.

Nous pouvons exclure ces valeurs et ne considérer que le cas ot A = —v? < 0.

Si A= —v? <0, alors

X () = Acos (vx) + Bsin (vx)
X(0)=0=A=0

X ({) =0= Bsin(vf) =0

:>B7é00nbiensin(v€):O:>/\:—(”—gr)2,n€Z

Les valeurs A\, = — ("7”)2 sont les valeurs propres et les fonctions B, sin (”—T)

il suffit donc de considérer les valeurs propres A, et les fonction caractéristiques X,

pour n € N;n > 0.

La deuxiéme équation

T (t) — AT (1) =0

nous pouvons résoudre celle-ci par séparation de variables

dT 1 1
i M CPT (t) = 7T = APt = /de = /Anc2dt = In(|T]) = Mt + k

ou k est une constante. Ainsi nous obtenons que
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

T, (t) = Crexp (A\uc?t) = Cpexp [— (—)2 t]

ou (), est un nombre réel quelconque, est la solution générale de I’équation

Nous obtenons de ce qui précéde que

nmx nmc

up (x,t) = X, (2)T,(t) = a, sin (T> exp [— <7>2t}

est une solution du probléme intermédiaire ([2.9)) , (2.10))

. 2 ) .
Nous avons remplacé ), par sa valeur — (”7”) et B,C, par a,. Comme I’équation
est linéaire et homogene et que les conditions aux extrémités sont aussi gomogenes,

nous pouvons utiliser le principe de superposition et obtenire que

w () = g y (2,1) = g ansin (70) exp {— (%)2 t]

est aussi une solution du probléme (2.9), (2.10)) .

Rappelons de nouveau que nous abusons ici du principe de superposition puisque
nous sommons non pas sur un nombre fini de termes, mais sur un nombre infini de

termes.

Si nous revenons a notre probleme ([2.9) , (2.10]) , (2.11)) , alors

(o) = > ansin () o [ (2]

n=1

est une solution de ce probléme si

u(x,0) = iansin (?) = f(x)

n=1

Si
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Chapitre 2 : Les équations de la chaleur

— nm
Z ay, sin <%) est la série de Fourie impaire de f ().
n=1

Dans ce qui précéde, nous avons fait sans les énoncer des hypothéses sur la conver-
gence de certaines séries. De ce fait, tout ce que nous avons obtenu jusqu’ a mainte-

nant, ce n’est qu'une solution formelle :

u(z,t) = iansin <$> exp {— (%)225] avec a,, = %/ef (x) sin <$) ,n>1
n=1 0
(2.12)

au probléme de la chaleur (2.9)), (2.10), (2.11]) .

Considérons pour déterminer la solution du probléme suivant :

o= o u— (o), o€ o] 120
w(0,t) =u(m,t)=0,t>0

u(z,0)=z(r—x), x€[0,7]

Parce qui précede, la solution sera

u(z,t) = Z ay sin (nx) exp (—n’t)

n=1

avec

(=)™ +1)

en intégrant par partie
™3

an:—/ x (m — x)sin (nz) de = 4
0

™

Donc la solution est

u(x,t) = 42 ((_1)7m3 +1) sin (nm) exp (—n’t)
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Chapitre 3

Quelques exemples d’équations de

la chaleur

Exemple 1 On considére le probléme aux limites suivant :

ou 0%u

522@, uw(0,t) =10, u(3,t) =40, u(z,0) =25, |u(x,t)| <M

a) Montrer, en prenant u (z,t) = v (z,t) + ¥ (z) o ¥ () sera une fonction & déter-

miner, qu’on a :

2
% = 2%—1—2\11” (),v(0,8)+¥ (0) = 10,v (3,¢)+¥ (3) = 40,v (z,0)+¥ (x) = 25, |v (x,t)| < M
T

b) En choisissant ¥ (z) = 0, ¥ (0) = 10 et ¥ (3) = 40, montrer que ¥ (z) = 10x+ 10

et le probléme devient :

ov 5 9%

a = W,U(O,t) :Oa'U(Bat) :O,U(I',O) = 15—10.%’, ’U(I’,t” <M
T

¢) Résoudre ce probléme par la méthode de séparation de variables.
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solution a) En utilisant la substitution proposée u (z,t) = v (x,t) + ¥ (x).

ou v v O*u 0% " ou  Ov(x,t)

or —ar TV g T TV W g =+

Donc :

o0 _ou_ o

ot ot " 0a?

0% " v
Par suite :
81) 827] "

u(0,t) =10 = v (0,t) + ¥ (0)

w(3,t) =40 = v (3,t) + ¥ (3)

u(x,0)=25=wv(z,0)+ ¥ ()
b)

V' (2)=0=V(2)=A=— VU (z) = Az + B

On a

U(0)=10= U (0)=A(0)+B=10= B =10

U(3)=40=—= U (3)=A3)+10=40 — 34+ 10 =40 = 34 =30 — A = 10
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Donc :

U (z) = 10z 4 10

On a:

v 2U
% =208 4+ 20" (z)

v (0,8) + U (0) = 10, (3,£) + T (3) = 40
v(x,0)+ ¥ (x) =25

v (z,t)] < M

\

doncle probléme de devient :

v 21} /) 2’1}
9v =298 4 20" (0) =228
v (0,8) + ¥ (0) = v (0,£) +10 =10 = v (0,£) = 0
v(3, )+ VB)=v3,t)+¥(3)=40=v(3,t) =0

v (z,0) 4+ 10z + 10 =25 = v (z,0) = 15 — 10z

v _ 9%
ot 28:172

v(0,t) =v(3,t) =0
v (z,0) =15 — 10z

¢) Nous avons

0(a) = Y ansin (") exp [ (U5)7 1] avec 0 = [ psin

n=1

Il reste dons a calculer les coefficients a,,.
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2 3
an:—/ (15—10x)sin(@) dr ,n>1
3/, 3

2 3 2 3
= —/ 15sin (_nm:) — —/ 10z sin (_mrx) dx
3Jo 3 3Jo 3

3 2
= @ sin (mr:c) dr — —0  sin (W) dx
0

3 Jo 3 3 3
30 [3 nmwT 20 [3 nwT

= — sin (—) dr — — T sin (—> dx
3 Jo 3 3 Jo 3

donc en utilisant intégral par partie

nm

i = /3 sin (?) dox — _3 cos (%) ’3 = _3 [cos (nm) — 1]
0

. 5 nmwr r—1

1 = / T sin (T) dr =
° sin (#5%) — — 3 cos (%57)

. 3x nrxy |3 53 nmwT 9 9 . /nmxy |3

it = ——— cos (—) + [ —cos (—) dr = —— cos (nm) + 5 sin (—)
nm 3 0 0 N 3 nm (nm) 3 0

9
= ——cos (nm)

an = 10 (—i (cos (n) — 1)) _ ? (—% cos (mr))

nm
30 60
= —— — 1 _
— (cos (nm) — 1) + —cos (nm)
60 30 30 30 30
=|———)cos(nm)+ — =—cos(nm)+ —
nTt  nw nTt o nw nm

30

= 2 (cos (nm) + 1) = 2 ((-1)" +1) =1
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Alors la solution générale

o)

2 22
u(x,t) = nysin (m;_x) exp {_n ;T t}

n=1

u(z,t) =~ + 10z + 10

Exemple 2 ) Montrer que ’équation de la chaleur (en trois dimensions)

Pu  Pu  0*u

ou n n )
or?  oy? 022

ot

:02(

(3.1)

est égale en coordonnées sphériques : x = rsin (¢) cos (0) ,y = rsin(¢)sin (0),z =

rcos (¢) a

o _
ot

@+g@+i82u+cot(¢)@+ 1 82u)
or2  ror  r2o¢? r2 d¢  rZsin?(¢) 062"

A(

b) Si la surface d’une sphére solide homogene de rayon R est gardée a température
constante 0°C), si la température initiale dans la sphére est indépendante de 6 et de
¢ est donnée par u (r,0) = f (r), alors montrer que les solution u (r,t) de I’équation

(3.1) indépendantes de ¢ et de € sont des solution du probléme :

w(R,t) =0, Vt>0 (3.2)

¢) En supposant que u (r,t) est une fonction bornée et en posant v (r,t) = ru (r,t)

dans le probléme (3.2]) , montrer que nous obtenons le nouveau probléme
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v _ 20%
ot or?

v(R,t)=v(0,t) =0, Vt>0 (3.3)
v(r,0)=rf(r), Vr € [0, R].
Déterminer la solution formelle u (r,t) du probléme (3.2) en obtenant premiérement

la solution formelle v (r,t) de (3.3) au moyen de la méthode de séparation de va-

riables.

Solution : @) Nous avons que

Méthode 1 :
2? + 92+ 2%, 6 =arctan () et ¢ = arctan <\/IZTy2) :
Conséquemment,
ou x ou Yy ou ou

Trz
- _'_ R
(22 +9?) 00 (22 + y2 + 22) /22 + 420

01 \Ja2+y2+20r

0%u _ x? 0%u N y? 0% N 222 0%u
0x? (224 y2+22)0r2 (22 +92)?200% (224 y% + 22)%(2? + y?) 0¢?
B 2xy 0%u N 2022 0%u
\/:m(:zc2 +y2) 000r | /(22 + 32 + 22)3 /22 + y2 OPOr
2zyz 0*u (y*+2%)  Ou

— + _
(22 + 92 + 22) /(a2 + 42)3 0000 /(a2 + y? + 22)3 Or

2zy Ou  y?z(a® +y* +2%) — 20°2(2® + y?) Qu

+—_
V200 (@2 4222 (2 H PP 99

ou Y ou x ou ou

yz
R _—— 4 _
dy /42 4 y2 + 22 Or (x2 4+ y2%) 00 (22 4 12 + 22) /12 + 420
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0%u y? 0%u x? 0%u Y222 0%u
Oy (P +y2+2%) O’ * (22 4+ y2)% 062 * (22 + y2 + 22)2(22 + y?) 0¢?
N 2y 0% N 2% 0%u
(x2+y2)\/m37’39 V(@2 + 2+ 223 /22 + 2 Orde
2xyz 0?u (22 + 2%) ou

+ + —
(22 + 92+ 22)/ (02 +y?)3 0000 \/(a? +y? + 22)3 Or

2oy Ou | P22 +y?+27) — 29%2(a® +y?) Ou
(% +y?)* 00 (22 + 92+ 222 /(a2 +¢2)? 09

= o A o
0z Vaz 24220 (a2 +yP+22) 0

9?u 22 0?u (2?2 +y?)  O*u 22/ + 4y O

022 (22 + 92 +22)0r2 (22 + y2 + 22)2 0¢p? V(@2 + y2 + 22)3 0¢0r

(22 + 9?) ou 2zy/22 +y% Ou

V@@ r P 2R 0r (2 4y 4 22)2 06

Conséquemment

Pu  0?u  *u P 1 0% 1 0%u 2 ou
trst =t + + —

0 T 02 o (@A) (@208 JaR gy 20

ou

z
+ -
(22 4+ y2 + 22) /22 + 2 0

Parce que 22 + 9% + 22 = 72 et 2% + y? = r?sin® (¢), nous obtenons que

82u+82u+62u_82u+ 1 82u+i62_u+28_u cos (¢) Ju
Ox2 Oy 022 Or2  r2sin?(¢) 002 r20¢2  rOr 2 0¢

Alors I’équation de la chaleur en coordonnées sphériques est
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du 4 (Pu N 1 0?u N 1%  20u  cos(¢)du

ot~ \ o2 T rZsin? () 962 ' 12042 ror | 2 99
Méthode 2 :

D (Pu 200 1P @1 o

ot or?2  rodr  r20¢? r2  d¢  r2sin?®(¢) 00

r=rsingcosf ,y=rsingsin€ ,z=rcos¢

ou_ (ouim | (out) | (0n0:)
or Ox Or Oy Or 0z Or

ou . ou, . . ou
= (singcos® )+ a (sin g sin @) + % (cos @)
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82u_6 ou
~or

ou , . : ou
52 g (singcosf )+ ay (sin ¢ sin0) + e (cos ¢))

= % (sin¢gcos@ ) {% (singcosf ) + g—Z (sin ¢ sin 0) + % (cos qb)]

+ Ou (sin ¢ sin 6) {% (singcosf ) + Z—Z (sin¢sin ) + % (cos gb)}

dy ox
+ % (cos ¢) [az (singcosf ) + (;_Z (sin¢sin @) + % (cos qb)}
0%u 0%u 0%u
2 2 .
= sin? ¢ cos? § 92 + sin ¢cos€sm€axay + (sin ¢ cos @ cos @) e
2 2 2
+ sin? ¢ sin @ cos 6 6xgy + sin? ¢ sin? Qg—yz + sin ¢ sin # cos ¢ ay;z
82 82 2
—i—cosqﬁsin(bcosﬁa 5 +Cos<;§sm¢51r19a ER + cos? gb
0%u 2u 0%u
— 2 el 2 .
= sin? ¢ cos? 4 92 + 2sin gbcos@sm@a By + 28m¢008¢008083:8z
92w 92w 9%u
+ sin? ¢ sin? 98 2—1—2sm¢cos</§smé8 5 + cos? qb
g—; gz (rcos¢cosf )+ By (rcos¢sinf) — 8—:7“ sin ¢

Pu 0 [Ou o o

902 06 —rcos¢cos€+a—yrcosgzﬁsm@—&rsm¢

o I Fu 0%u

%(—rsmqbcose) o —— 17 cos® ¢ cos® 0—|—2a 5
i 2

— anazﬂ cos ¢ cos O sin ¢ + g—z (—rsin¢sinf) + g_;;ﬁ cos? ¢ sin2 0

2 o 2
P cos ¢ sin fsin ¢ + gu (—rcos¢) + Y2 gin? )

-2 0y0z 0z 022

2 cos® ¢ sin 6 cos 6

Ou_ Ou (—rsin¢sinf)

ou , .
0 = 2 + — (rsin¢cosf)

dy
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2

%:% —a—erin¢sin9+g—erin¢cosé
= s ¢ cosf + - % sin? ¢ sin® 0 — 2 u 2 sin? ¢ sin O cos 0
= —5Tsin 2! Sl ¢sin axayr in ¢ sin

U 0%u
— —rsingsind + —1r2sin? ¢ cos® 0
oy ¢ 0y? ¢

Alors :

%sin2¢00529+28in2¢cosésin9 +251n¢cos¢0059

Bwaz

+sin? ¢sin? @ 8 g +281n2¢COS¢Sll’198 = + cos? qbaZQ +—sm¢cos€%

2 pdu | 2 ou 1. u 2 29 0%u
—|—Ts1nq§s1n96y+rcos¢az - sin ¢ cos 052 + cos” ¢ cos® 0 53

Tl c +2%c082¢sin90059—2 &% - cos ¢ cosfsing + F¢ ‘9“1 - sin ¢ sin 6

2
ggcos ¢ sin? «9—2 cosgb31n6’cosé’——cosqba“+aZ2 sin? ¢

+l cos® ¢ cosf du 1 cos? ¢sinf Ju 1 du 1 Ou cosf

r  sing Oz v sing Oy — ¢ COS E_F%smqb—'—a 28111 ¢

2 : _ 10usind
20y sin # cos v Oy sing + 2 6y2 cos? ¢

g— (sm2 ¢ cos® 0 + cos? ¢ cos? 0 + sin? gb) d—“(sm2 $sin? g

gTZ(Sinz ¢ sin? § + cos? ¢sin? 0 + cos? @) + % (cos? ¢ + sin® ¢)

ou ) + 88902012 (2 sin? gb cos fsin 0 + 2 cos? ¢ sin 0 cos § — 2 sin 6 cos 6)

5= (2sin ¢ cos ¢ cos 6 — 2 cos ¢ cos ¢ sin @)

ayaz (2sin ¢ cos ¢ sin § — 2 cos ¢ sin O sin @)

cos 0| cos® ¢p— sin 0( cos? ¢p—
—l—lg— (Sinqbcosé’—l— M) + 18 (singbsin9+ —9<. ¢ 1>>

sin ¢ r dy sin ¢

Donc :
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du 82u+82u+82u
ot or?2  Oy? 022

b) Dans ce cas, u (r, 0, ¢,t) est indépendant de 6 et ¢. Alors

ou 9%u ou  O*u
8_¢ = 07 87& - 07 %7 w =0.

Conséquemment 1’équation de la chaleur se simplifie & la nouvelle équation

ou  , (0*u  20u

— = ==+-=.

ot or?2  ror
De plus nous avons les conditions u (R,t) =0 ,t > 0et u(r,0) = f(r),r €0, R].
¢) Nous devons donc résoudre le probleme de (3.2)) , et u est une fonction bornée

si nous utilisons la nouvelle fonction v définie par v = ru, alors u = v et

du  _0v Odu __T_Q?H_r_l@ ot @:27‘_30—27"_2@—%7"_1@

E_T o’ or or or? or or?’

En substituant dans 'EDP de ({3.2]), nous obtenons

ov 0%v ov ov
1 U | 2 -3 2 -3
r 5% c (7’ Fehe 2r s +2r2v+2r - 2r v) .

Apres simplification, nous obtenons le probléme (3.3) a résoudre
Cette derniére condition vient du fait que la fonction u est bornée.

Nous allons maintenant résoudre le probléme (3.3]) par la méthode de séparation de
variables. Pour ce faire, nous allons premiérement considérer le probléme intermé-

diaire :
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o)
ot

v(R,t)=v(0,t) =0 ,t>0

2 .
= 02% avec les conditions

(3.4)

Posons v (r,t) = F (r) G (t) . Alors en substituant dans I’équation de la chaleur et en

divisant ensuite par les deux cotés de I’équation par ¢2F'G, nous obtenons

1G F dG d*F
/2 " _ N 2 n_ =
FG'=FGF' = 55 =" oG =—let F'=—0.

Le coté droit de cette derniére équation est une fonction de r, alors que le coté
gauche est une fonction de t. Pour que ceci soit possible, il faut que chacune de ces

expressions soient une constante. Donc

1 Gl F/l
—25 = 7 = )\ ou est une constante .
c

Nous devons aussi tenir compte des conditions du probleme. Nous obtenons ainsi

V(Rit)=0 = F(R)GH)=0Yt>0 = F(R) =0 et

v(0,)=0 = F(0)G()=0,Yt>0 = F(0)=0.
En résumé, nous devons déterminer les fonction F (r) et G (t) telles que

LF G
W—)\F—O et %—C)\G—O avec F'(0) = F' (R) = 0.

Si A > 0, disons A = v? avec v > 0, alors la solution générale de F” — A\F = 0 est
F(r)= Ae" + Be™"".
Parce que v > 0, R > 0, F(0) = A+ B = 0et F(R) = Ae'® + Be "% = 0,

nous obtenons A = B = 0. Il nous faut donc exclure le cas A > 0. Si A = 0, alors
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la solution générale de F” = 0 est F'(r) = A+ Br. Parce que F'(0) = A =0 et
F(R) = A+ BR = 0, nous obtenons que A = B = 0. La aussi nous devons exclure

2 avec v > 0, alors

le cas A = 0. 1l nous reste & considérer le cas A < 0, disons A = —v
la solution générale de F”" — AF = 0 est F'(r) = Acos (vr) + Bsin (vr). Parce que
F(0)=A=0et F(R)= Acos(vR)+Bsin (vR) =0, alors A = 0 et Bsin (vR) = 0.
Comme nous cherchons a déterminer des solutions non-triviales et que A = 0, nous
pouvons supposer que B # 0. Ainsi sin (vR) = 0. Conséquemment v = nw/R et A =
An = — (nm/R)? oun € N,n > 1, De plus pour ce A = \,, F (r) = B, sin (n7r/R) .

Nous pouvons aussi déterminer la solution générale de G/ —c2A\G = 0 lorsque A = \,.

Nous obtenons que G (t) = D, exp (— (enm/R)? t) . Ainsi pour tout n € N,n > 1,

2
vy, (1, 1) = a, sin (—) exp (— [—] t) est une solution du probleme (|3.4]) .
Conséquemment

Uy, (1,t) = a,r ' sin (%) exp (— [c%rr t)

est une solution du probléme

3N

du _ 2 (8% du Pt
5 = C ( 52+ 25- ) avec les condition

u(R,t) =0 ,t>0 et w estune fonction bornée .

Comme cette derniére équation est linéaire, nous pouvons additionner ces solution.

Nous obtenons ainsi que

o0

w(r0) = S sin (5 oo (- [57]1)

n=1
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est une solution formelle du probléme ({3.5)) , Si maintenant nous ajoutons la condition

0) = ianr_l sin <%> =f(r),

nous obtenons que

(o]
nmr
E a,, sin

n=1

est la série de Fourier impaire de la fonction r f (r). Ainsi

an = %/ORTf (r) sin <%> dr.

En conclusion, la solution formelle du probléme est
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDP : Equation aux dérivées partielles
D : Désigne un ouvert de R”
t temps a dimensionnel
% Dérivées partielle
A Le discriminant
T température [°K]|
L longeur
C, Coefficient calorifique
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Résumé :

[ N\

L'objectif principal de ce mémoire est de trouver des solutions a
I'équation de la chaleur par la méthode de séparation des variables.

Mots clés :

L’equation de la chaleur -- séparation de variables.

o /

Abstract :

/The main objective of this memory is to find solutions to the heat \
equation using the method of separation of variables.

Key words :

Heat equation —separation of variables.
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